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 Abstract
In this paper we expose a sufficient and necessary criterion so that the index of an element of a semigroup will be 1.

[image: image1.png]After that we prove that the index and period of an elementa’
of the semigroup G are:

1+E[E] and £
» a
, respectively, wherepeN-{0}, E(x) is the integral part of
the number x, k is the index and t is the period of G's
element a«. We alsoc prove that the number of generating
clements of the subsemigroup generated by a in the semigroup G

is 1, if the index of 4 is 1, and is gt} in the opposite case,
where @ is the Euler's indicator.




Lastly, we show how these results, obtained for semigroups, can be used to prove some well‑known theorems concerning the groups.

Introducción 
[image: image2.png]Si G es un semigrupo y a€(, la interseccién de todos los
semigrupos que contienen el conjunto {a} seri el semigrupo
ciclico generado por el elemento a, designado por {a).

Por definicién, el orden del elemento & es el nimero cardinal
del conjunto (a). Obviamente, siN'=N-{0},

(a)={a" 1nen').
st

ijeN izj = dza’

, el orden del elemento a seré naturalmente infinito.




A continuación examinaremos el caso contrario, es decir cuando existen  

[image: image3.png]ijeEN =)l

, tales que a'=
En este caso, la parte
M=|xizeN' yeN' y<x y a’"=d’]

, de N’ no es el conjunto vacio.




Puesto que el conjunto N está linealmente ordenado y cumple la condición de la minimalidad, sea m el elemento más pequeño de M.

[image: image4.png]Obviamente, m>1y los elementos

, son distintos dos a dos, puesto que en el caso contrario m
no podria ser el elemento mis pequefic de M. Entonces, de la
definicién de M resulta la existencia de k€N’ tal que

k<mya®=a".




El número k es único puesto que en el caso contrario m no podría ser el elemento más pequeño de M.

[image: image5.png]Si se introduce la nmotacién m-k=tf, entences

@ =a

, v por recurrencia se pusde demostrar que

a*-a

, cuslguiera que sea seN. Enconces, para cualguier
u=tg+r (0<r<t)

ysiore0,

Cbviamente, si r=0 entonces

Por tamto, sif>j2k entonces
d-a o

Adoptando las notaciones
A= A (e} p A

"

A0=0, dr=(a )y di=(dd )

, donde 1,jeN' e i<j, tendremos:

{@y=Aroat

&3]




Así, cuando i toma sucesivamente los valores 
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[image: image7.png], los primeros k-1 valores de 4 sexén los
conjunto

A%, luege los t  elementos de A" lvan
indefinidemente, de una mamera ciclica. Por esta
que € =5 <l pericdo del elementc ¢ mientras que

elementos del

a zepetirse
zazén se dice
k se llama el

Sndice del mism. Si n es el nimers de los slementes de {4},

tendremos  m=k+1-1. Rs: se cbtiene la fommula

nel=k+t.

de Frobenius:

@




Para hallar el orden, el índice y el periodo de una matriz cuadrada, en el semigrupo al cual pertenece ésta matriz, se podría utilizar el programa siguiente, escrito en el lenguaje VISUAL-BASIC.
[image: image8.png]Bublic Function OrdenIndiceM(SyRef x() As Double, ByVal p As Integer) As String
Dim r(4) 2s Integer, i As Integer, J As Integer, k As Integer
Dim y() As Double, g() As Double, ¥ As Integer, Resultade As String
a = UBound(x()): 2(4) = 0
ReDim m(p, n, n), ¥(n, n), a(n, n)
Teri=iTen
frj=1Ten
m(L, 1, 3) = x(E, Dyl 3) o= x5
Fext 3
Fext i
‘Cilculs de las potencias
Srxi=2Top
Seri=iTen
Frj=iTon
Terk=1Ten
a(, 3) =l 3) + X B * v 3)

Fexc &
Fext 3

Next 1

Tri=1Ten
Frj=1Ton

Y, D = al, Dk a3
m(kd, 1, 3) = vit, 3)

Fext 3

Next 1




[image: image9.png]‘Conparacién de una potencia con las anteriores
Srk=1Toko-1
i=1:3=1
Do While i <= nBnd j <= nAndm(k 1, 3) = ¥(, 3)
Ifi<nTnen
FIEE
EPY
If 3 <n Then
J=3+lii=1

EPY
1) =k -1
=(2) =k
z(3) =x(1) - x(2) +1
T4 =1
Zaic For
Zad 1t
Zaa 1t
Loop
Fexc &
Next k0
Ifx(4) =1Then
Resultado = "Ozden del elemenco = " + Stzé(z(l)) + zo
Resultado = Resultado + "Indice del elemento = " + Sczé(z(2)) + zo
Resultado = Resultado + "Bericdo del elemento = " + Stzé(z(3)) + To
EPY
Resultads = "Si se han calculads mushas potencias, es posible gue =l orden sea
infnito.

Zad 1z
Ozdenlndice = Resultado
Zad Function




Por ejemplo, si en el semigrupo M4 de las matrices cuadradas de orden 4 se consideran las matrices

[image: image10.png]



, según el programa anterior, las potencias de estas matrices serán las siguientes: 
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, luego el orden, el índice y el periodo de estos elementos son: 

	
	orden 
	índice
	periodo

	A
	   3
	   3
	   1

	B
	   3
	   2
	   2

	C
	   4
	   1
	   4


Para hallar el orden, el índice y el periodo de los elementos de un anillo de clases de restos, se podría utilizar el programa siguiente:

[image: image12.png]Public Function OrdenIndicePeriodoCR(SyVal a As Long, n As Long) As String
Dim p() As Long, i As Lomg, 3 As Long, x(3) As Long
2eDin p(n)
zes = "n:opor = mn
D(1) = a: pot = StxS(p(1)) + ", "
For:i=2Ton
B(1) =2 *p(i-1) Medn ' Calculs de las potencias
pot = pot + StxS(p(i)) + ", "
=1
Do While 3 <= 1 - 1 And p(3) <> Bt
i=3+1 ' Comparacién con las potencias anteriores
Zoop
If3 < i Then
) =1-1
z2) =3
z(3) =x(1) -x(2) + 1
=xit For
=na 1z
Next 1

res + "Orden del elemento
res + "indice del elemento

" estrs(x(1)) = oze
" e strs(x(2)) +oze

res = res + "Periodo del elemento = " + Str$(z(3)) + rc

OrdenIndicePeriodoCR = res
Znd Function




Por ejemplo, utilizando el programa anterior, en el anillo de las clases de restos respecto el módulo 640, la clase de 8 tiene el orden 6 el índice 3 y el periodo 4.
[image: image13.png]Lema: Si G es un semigrupo, a€l y existen ea'eC tales que
ea=a y a'a=e entonces

ViyzeN' a'a’=a'a® = o

En efecto, si x=1

aa’ =ad® = la'ala’ =la'a)a’ = ea’ =ea® Sleala® =leala™ =

=1

= ea=aa™ = =a

Suponiendo que la propiedad se verifica para x=u, es decir

que

WyzeN' a'a’ =a'a® = a’=d

, se obtiene que la propiedad se verifique también parax=u+l

Mg =g " = @'ala* @ = la'a)d*a” = ea'd” = eaid*a" =

PRy

calwt e = aate? a*

aa* =a’

aalaa® = a'a’





Así el lema queda demostrado.

Teorema 1: 
[image: image14.png]Si 2 es un elemento de orden n en el semigrupo G, a es de
indice 1 (de periodo n), si y solamente si, la ecuacién xa=a
tiene una solucién e tal que la ecuacién ya=e tenga también
solucién.
Demostracién: Si ¢ y &' son soluciones de las ecuaciones

ra=a y ya

, respectivamente, entonces
ea

(3)
Puesto que 4 es un elemento de orden finito,

(4)
, donde k es el indice de 4 y m = k+t es el més pequefio
elemento de M. Vamos a demostrar que en las condiciones

anteriores
e

En efecto, si k=1, entonces m=t+] y segtn la igualdad (4)
W gk
=g =at=a

Suponiendo gue para u se cumple la igualdad a™ =g hay que
averiguar si se cumple para k=u+l. Si k=u+l entonces
m=u+l+s y utilizando la igualdad (4) y el lema resulta que

sl _ ) o

a = a'a=a's = a™=a.

Por consiguiente, a™ =g y asi (t+1)eM. Puesto que tf<m,

tendremos también ¢+1=m. Por otra parte, m siendo el elemento
més pequefic de M, m2t+1, y asi

ttlem y k=m—t




Obviamente, de la fórmula (1) ahora resulta que 
[image: image15.wmf]n

t

=

.
[image: image16.png]21 revés, sea & un slemento de indice 1 en el semigrupo G.

Entonces, siendo n el orden del elemento a,

(a)=ta.-

asi a'a=a4 y e=a" es solucién de la ecuacién re=a. Cuando

n>1, la ecuaciébn ya=a" tiene la solucién ocbvia a'=a*'. si
n=1,¢

4 es la solucién de la ecuacién xa
también solucién de la ecuacién ya

a, yasi, a'=a es





Teorema 1': 
[image: image17.png]Si a es un elemento de orden n en el semigrupo G, a es de
indice 1 si y solamente si, la ecuacién ax=a4 tiene una
solucién e' tal que, la ecuacién ay=e' tenga también solucién.

Consecuencia 1: Si en el semigrupo G existe un elemento neutro

izquierdo ¢ y el elemento de orden finito g tiene un elemento
inverso izquierdo respecto 2 e, entonces el indice de a es 1.

Consecuencia 2: Si en el semigrupo G existe un elemento neutro
derecho ¢ y el elemento de orden finito a tiene un elemento
inverso derecho respecto a e, entonces el indice de 4 es 1.




Teorema 2: 
[image: image18.png]Si el elemento 4 del semigrupo G es de orden n, de indice k y
de periodo t (1+l=k+t), entonces el indice y el periodo del

elemento o’ (I<ps<k-t+1) son

1+E[L’1] y L
P

, respectivamente, donde d=(p.: es el méximo comin divisor

de pyt, y Ex) es la parte entera del nimero real x.




Demostración: Dos casos son posibles.

[image: image19.png]2) si 1£psk-1, entonces

el o pigk-1 o lssE[—k’l
r

2si, cuando i toma sucesivamente los valores l...i',

la? | tomars

los valores distintos a,...la"[ de 4*', respectivamente.

Si i»i', entonces

(@ e el 5 (g7 fi=ghv

, dondewe {0,...

}. Puesto que, segun (1),
(=g

& pik

(mod1),
la? I=la?l! (j>i) < pi-k=pji—k (mods)
o pi=pi (mods)

o pdi=pd (mods)

,
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Y- @





Cuando i toma sucesivamente los valores 

[image: image20.png]Wi
At
d

i ) ‘
la7]! temara primere los - valorss distintes

, de A%, Luego, puesto que

a’ ) ™




, estos valores se repetirán indefinidamente, de manera cíclica.

[image: image21.png]Entonces, i'+i+] es el elemento més pequefio del conjunto
M'=\xixeN yeN y<xela =l

k-1

]H. El
»

, y asi, el indice del elemento a’ es x'+1:E[
periodo de 4’ es evidentemente %.

ey

b) si p>k-1, entonces g€ v, para cualquier ie N,

tendremos también (a” [ € 4b™1.

Razonando como en el punto a), cualesquiera gque sean i, jeN',

la*'=la”! = i=j(modd).

asi, cuando i toma todos los valores de ' (en el orden
natural), l¢*|' tomara primero los valores distintos de gb**!
y luego estos valores van a repetirse indefinidamente, de
manera ciclica. Par consiguiente, el periodo del elemento a’

=[5

es i, mientras que su indice es 1

5




[image: image22.png]Consecuencia 3: El orden del elemento a’ es

E4L | donde d=(r).
» ) d

Consecuencia 4: El elemento g’ es de indice 1 si, y solamente
si k=16 p=

. En este caso, el valor comin del periodo y

del orden es Si k=1, el orden del elemento &’ es %, puesto

que »

k-1
Consecuencia 5: Si d=1, el indice del elemento &’ esE[ ]

?
y su periodo es t (el mismo que el periodo de ).




Teorema 3: 
[image: image23.png]Sea a un elemento de orden n del semigrupo G, cuyo indice y
periodo son k y t respectivamente. Si k>1 entonces el Gnico

generador de {4} es el elemento a. Si k=1, los elementos

generadores de {a) tienen la forme 4”, donde p=t y (pt

1. En
este ultimo caso, el nimero de los elementos generadoresgi),
donde @ es el indicador de Euler.

Demostracién: Si k>1, entonces *l=g y seap=l.

si a’e4y™’, entonces a,

Melar) v asi @ no pusde ser un

elemento generador de {a).

Sigfe gb™, entonces <a >cA* ¥l v asf los elementos de 4*!
no podrian pertenecer a (). Por tanmto,{s) no tiens otros

elementos generadores gque a Si k=1, entoncesgf*'=¢ vy

*e4i'=(a)es un elemento generador de f{a) si, y solamente si,

el orden de &’ es t, es decir, si Evidentemente,

@

=





En lo sucesivo, los resultados anteriores se utilizarán para demostrar algunas proposiciones concernientes a los grupos.

[image: image24.png]En un grupo G sea {{a}) el subgrupo generado por el elemento 4.
Entonces, por definicién, el numero cardinal de {[a}) es el

orden del elemento &, designado par olal.




Teorema 4: 
[image: image25.png]Si G es un grupo y 4€G, las proposiciones siguientes son
equivalente:

1) @ es un elemento de orden finito.

2) Existen i jeZ tales que i%j y a

3) Si e es el elemento neutro del grupo G, el conjunto
I={ifieZ,i»0,d =¢| no es vacio.

En efecto, la implicacién D = 2) es evidente. Luego, la
implicacién 2) = 3 es también verdadera, puesto que si i®j
(i>jl y a'=a’, entonces a'V=e¢ y (i-jle/. Finalmente, para
demostrar la implicacién 3 = 1), supongamos que la proposicién
3) es verdadera y que i' es el elemento méis pequefioc de I.
‘g+r donde g,reZ y 0gr<i .

Entonces, para cualguier zeZ, z=
ast

;¥ por tanto, el nimero de los elementos distintos de ({a))

es menor o igual que i .




Teorema 5: 
[image: image26.png]Si a es un elemento de orden finito del grupo G, entonces el
subgrupo y el subsemigrupo generados por el elemento & son el
mismo conjunte, es decir ({af)={a).

En efecto, {a)c({a)) puesto que los subgrupos que contienen el

elemento « son también subsemigrupos que contienen este
elemento.

sixe{(a)), entonces donde z€Z. Puesto que @ es un

| no es

elemento de orden finito, el conjunto I=|ifi€Zi>0,4'

el conjunto vacio y sea i' el elemento mis pequefioc de I.
Entonces

z=i'g+r , donde g,reZ y 0=r<i'.

sir=0,

si r=0, entonces

, puesto que i'>0. Asi, tenemos también (a})c(a).




 Teorema 6: 
[image: image27.png]Si 4 es un elemento de orden n del grupo G, cuyo elemento
neutro es ¢, entonces

e y n es el nimero natural més pequefic que posee esta
propiedad.

e i€Z = nesundivisordei.

4)





Demostración: 
[image: image28.png]. Considerande a G

1) ruesto que ({a))={a), sendremoscardinal {{a})=
como un semigrupo, sean k y t el indice y el pericdo del
clementc 4, zespectivamente. Si m es el nimero natural mis

pequefic tal que m>1 y a”=a' entonces

nelaket y m-ke=t.

Puesto que el indice de los elementos de un grupo es 1, k=1 y
asi m=t=m-1 y, por tanto, m = n+l. De esta manera, m es el
nimero natural més pequefic tal que m>1 y a¥=a, de donde
resulta que 4'=
Evidentemente, si existiria n' tal gue 0<n'<n y a”=¢ entonces

zesultaria gue @™ =g, donde l<n'<n+l, lo que es imposible.

2) si a'=e, entonces existen greZ ctales que

i=ng+r  (05r<n)
Zuege,r=0 puesto que suponiende rwl resul

la'fa =ea

, en contzadiccién cen la propiedad 1).
2 (@)= (@)

4) segan

teorema 2,

donde  d=iti).

Pussto gue =n este cass
ol )= 2.
a

—n, resulta que





Teorema 7: 
[image: image29.png]Si 4 es un elemento de orden n del grupo G, los elementos
1.

generadores de ([a}) son de la forma g’donde 0sp<s v (pn
Por tanto, el nimero de los elementos generadores de {{a)} es
@), donde @ es el indicador de Euler.

Demostracién: G siendo un grupo, el indice de a es 1y, segin
el teorema 3, un elemento generador de {({a)) es de la forma

4*, donde pst=r y (pn

. Pussto que (4) v (fa]) son los mismos
con-juntos, para demostrar el teorema hay que verificar que
xefd) es un generador de f{a), si y solamente si, x es un
elemento generador de ([a}). Suponiendo gque x es un elemento

generador de {a), tendremos(x)={s). Puesto que x=d' (I=i<al,

segin la propiedad 4) del teorema 6, x seré un elemento de
orden finito en el grupo G y entonces, segin el teorema 5,

endremos ({a))={a).
sor comsiguiente, (t)=(x)=(e}={@)) v asi, x == un elemento
generador de ({a)). De la misma manera, cualquier elemento

generador de ({a)) es también un elemento generador de ().
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