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RESUMEN:

En el trabajo se desarrolla un teorema y sus aplicaciones en la teoría de series y sucesiones. Con el mismo se puede calcular suma de series conociendo el término n-ésimo de la sucesión que es base de la serie.
INTRODUCCION

La teoría de series y sucesiones tiene sus antecedentes en la antigüedad clásica. Ya desde la época de Zenón de Elea se conocen intentos por comprender los fenómenos matemáticos de series y sucesiones. Zenón fue un hombre que se caracterizó por construir muchas aporías, de las cuales sólo cuatro llegaron hasta nosotros. En una de ellas él se preguntaba ¿cómo es que Aquiles, el de los pies ligeros, puede recorrer, es decir correr, el estadio (125 pasos geométricos u octava parte de una milla)? El decía: antes de llegar a la meta, Aquiles tiene que recorrer la mitad del camino. En este momento le resta la otra mitad. Ahora bien, antes de recorrer la mitad restante, tiene que recorrer la mitad de esta mitad, de modo que aún le resta la mitad de esta mitad, es decir la cuarta parte. Pero antes de recorrer esta cuarta parte restante, tiene que recorrer su mitad, y así sucesivamente. Evidentemente, siempre –supone Zenón- le quedará una parte por recorrer.

Claro que Zenón no intentaba negar que Aquiles llegase a la meta. Él sólo trataba de mostrar la aparente imposibilidad racional del movimiento. Cuentan que Diógenes de Sinope, el cínico, intentaba refutar estos argumentos caminando en círculos alrededor de su oponente. Pero una verdad racional no se refuta demostrando lo contrario, se refuta delatando la falla lógica. El hecho de que Diógenes sólo atinase a caminar sin poder decir nada, muestra cuán fuerte son los argumentos de Zenón.
Ya en el siglo XVII y XVIII, algunos matemáticos empezaron a pensar que era posible extender la idea de suma ordinaria de conjuntos finitos a conjuntos infinitos, de manera que en algunos casos la suma de conjuntos de infinitos números fuese finita. La idea que propone Zenón en esta aporía es que la suma de un número ilimitado de cantidades positivas no puede tener una suma finita. 

La sucesión que propone Zenón es la siguiente: primero el corredor tiene que recorrer la mitad del estadio, luego la mitad de la mitad restante (es decir, la cuarta parte), luego la mitad de la mitad de la mitad (es decir, la octava parte), y así sucesivamente. Es decir, la sucesión tiene la forma: 
½, ¼, 1/8, 1/16, … 
Evidentemente, esta sucesión tiene infinitos términos, cada uno de los cuales es una magnitud positiva. Fácil es comprender que la magnitud que tiene que recorrer el corredor viene dada por la serie
½ + ¼ + 1/8 + 1/16 + …

¿Qué es lo que propusieron los matemáticos?, que la serie anterior tiene suma positiva finita, aunque se sumen infinitos términos. Sabemos que en este caso la suma es 1, es decir la unidad (la unidad que el estadio representa).

Los primeros investigadores en este dominio ponían poca o ninguna atención en las cuestiones de convergencia o divergencia de las series. Trataban las series infinitas como si fuesen sumas ordinarias, como si estuviesen supeditadas a las leyes usuales del álgebra, sin tener en cuenta que estas leyes no pueden extenderse universalmente a las series infinitas. Por eso, no es sorprendente que se haya visto más tarde que algunos de los resultados obtenidos fuesen incorrectos. Afortunadamente, muchos de aquellos pioneros tenían una intuición y destreza poco frecuente, que les evitaba llegar a conclusiones falsas, aunque no pudieran justificar los métodos empleados.

Entre los primeros matemáticos que se ocuparon de las series ocupa un lugar importante Leonar Euler. Euler descubría una fórmula interesante después de otra y a la vez utilizaba las series infinitas como concepto unificador de diversas ramas de las matemáticas, que hasta entonces estaban sin relación. La extensión del uso de las series infinitas empezó más tarde, cerca de 50 años después del nacimiento de Euler, coincidiendo con el desarrollo del cálculo infinitesimal. Nicolás Mercator y Guillermo Brunckor descubrieron en 1668 una serie infinita para el logaritmo al intentar calcular el área de un segmento hiperbólico. Poco después Newton descubrió la serie binómico. Estos descubrimientos constituyeron un punto fundamental en la historia de las matemáticas. Poco después de la muerte de Euler, el caudal de nuevos descubrimientos empezó a disminuir y el período formal en la historia de las series llegó a su término.
Un nuevo período, y más crítico, empezó en 1812 cuando Gauss publicó la célebre memoria que contenía por primera vez un estudio riguroso de la convergencia de las series infinitas. Pocos años más tarde, Cauchy (en 1821) introdujo una definición analítica del concepto de límite y expuso los fundamentos de la teoría moderna de convergencia y divergencia de las series infinitas. Con ello quedó claro que una serie infinita de números tiene suma finita si la serie es convergente, o lo que es lo mismo: si la serie converge, entonces tiene suma finita.

Cuando nos encontramos con una serie infinita de números hay dos cosas que debemos determinar: a) si la serie converge o no, b) si converge, ¿cuál es su suma? La mayor dificultad para tratar de dilucidar ambas cuestiones es poder determinar el término n-ésimo de la sucesión de las sumas parciales. En realidad, puede decirse que son raras las series en las que es posible hallar una fórmula que nos de la suma de los n primeros términos de la serie. Por tanto, si para determinar la convergencia de la serie es preciso hallar el límite cuando n tiende a infinito del término n-ésimo de la sucesión de las sumas parciales, cave la pregunta: ¿de qué manera podemos saber en el caso general el carácter de la serie?
De suerte que se han desarrollado criterios que permiten determinar el carácter de la serie sin tener que hallar el término n-ésimo de la sucesión de las sumas parciales. Existe un número bastante amplio de criterios, unos más apropiados que otros para este o aquel tipo de serie, que nos permite realizar semejante cálculo. Ahora bien, no existe un criterio único, una metodología universal que resuelva  el problema en cuestión. La determinación del término n-ésimo de la sucesión de las sumas parciales de una serie es un problema que su solución abriría las puertas al problema de determinar de manera muy sencilla si una serie converge o no y, si converge, ¿cuál es su suma? Veamos.
DESARROLLO:

Supongamos que conocemos el término n-ésimo de la sucesión que las sumas parciales nos da la serie. La tarea que nos ocupa es, conocimiento el término n-ésimo de la sucesión en cuestión, encontrar el término n-ésimo de la sucesión de las sumas parciales. Para simplificar la cuestión, traslademos el análisis al terreno de las funciones. Evidentemente, el término n-ésimo de una sucesión es una función, pero que sólo toma valores enteros. Es decir, el conjunto de partida son los números naturales. Por ejemplo, la sucesión de Zenón tiene la forma
m = f(n) = (1/2)n, con n por 1, 2, 3, 4, …   (I)
Aquí utilizamos, en lugar de las variables x, y, z, etc.; las variables n, m, ñ, etc., para denotar que se tratan de variables discretas. La tarea consistirá en, conociendo f(n), encontrar la función, digamos g(n), que es el término n-ésimo de la sucesión de las sumas parciales. ¿Se puede establecer una especie de cálculo, al estilo del infinitesimal, que resuelva el problema planteado? Pensamos que sí, que sí se puede. Llamemos este nuevo cálculo, cálculo finitesimal (por analogía al infinitesimal).
Supongamos que tenemos la función m = g(n). Si a esta función le aplicamos el operador “m*”, que consiste en calcular

m* =  g(n+1) – g(n),        (II)
se obtiene una nueva función, digamos m = f(n), que le llamaremos derivada finitesimal de la función  m = g(n). Aquí el término “finitesimal” se toma por analogía al cálculo infinitesimal. 

Este operador es análogo al de derivada infinitesimal, lo único que cambia es que se aplica para variables discretas y para cuando el incremento tiende a 1 (se puede calcular el límite cuando el incremento tiende a 1 de la razón de la diferencia de la función incrementada menos la función sin incrementar dividido el incremento). 
Apliquemos, ahora, el operador “/m”, que es el inverso a la operación de derivación finitesimal. Podemos llamarle integral finitesimal, por analogía al cálculo infinitesimal. 

Del concepto de que este operador es inverso en relación al de derivación finitesimal se deduce que

/m = /f(n) = g(n)         (III)
De modo que se tiene

/m* = m
De aquí que

g(n+1) – g(n) = f(n)                      (IV)

Es evidente que la integración finitesimal de la función m=f(n) nos retrotrae a la función m=g(n), que no es más que la función que al derivarla de forma finitesimal nos da la función m=f(n).

Supongamos entonces que la función m=f(n) es el término n-ésimo de la sucesión que sus sumas parciales nos da la serie. ¿Qué es lo que queremos encontrar? La función que es suma de la sucesión de sumas parciales. Se puede demostrar que este término n-ésimo, la función digamos m=g(n), es el resultado de operar sobre la función que surge de la integración finitesimal de la función m=f(n), que es término n-simo de la sucesión cuyas sumas parciales da la serie. Veamos.
De (IV) se tiene que

 g(n+1) – g(n) = f(n)
Si sustituimos en la función anterior la variable n por los Naturales y sumamos término a término, obtenemos la serie
      a2 – a1               =      f(1)
+    a3 – a2               =   + f(2)
+    a4 – a3               =   + f(3)
+    a5 – a4               =   + f(4)
+     …                     =   + …
+    ak – ak-1              =   + f(k-1) 
+    ak+1 - ak               = + f(k)
=    ak+1 – a1
F(1) + f(2) + f(3) + f(4) + … + f(k) =  ak+1 – a1           (V-a)     
Señalemos que, como puede verse, los términos intermedios en la suma anterior se anulan, de modo que la suma da el término: 
ak+1 – a1    

Pero “ak+1 – a1” es la evaluación de la función g(n) para k+1 menos la evaluación de la función g(n) para n=1 y es, a su vez, la diferencia que surge entre el incremento de la función m=g(n) en 1 y la sustitución de la función en cuestión en 1, también. De aquí que este término es la expresión  g(n+1) – g(1). De igual modo, f(k) no es más que f(n) para cuando k=n.  Así resulta que:
f(1) + f(2) + f(3) + … + f(n) =   Límite (g(n+1) – g(1)),        (V-b)

con g(n) = /f(n) y n que tiende a infinito. 

Por tanto, se tiene el teorema que dice que el término general que nos da la suma de una serie, al hacer tender n a infinito, es la diferencia que se obtiene al restar la función incrementada en 1, que es  integral finitesimal de la función que es término general de la sucesión que sus sumas parciales forma la serie, menos la evaluación de la función en 1, que es integral finitesimal de la función que es término general de la sucesión que sus sumas parciales da la serie.  
Por tanto, conociendo la función m=f(n), que es término general de la función cuyas sumas parciales de la serie, podemos encontrar la función que, al operar sobre ella, nos da la suma de la serie. Toda el problema estriba en poder integrar de forma finitesimal la primera función.
Tomemos, por ejemplo, la función 

m = (1/2)n/(-1/2)            (VI)
Calculemos su derivada finitesimal

m* = (1/2)n+1/(-1/2) – (1/2)n/(-1/2) = (1/2)n
Esta sucesión es la de Zenón, es decir ½, ¼, 1/8, …

Supongamos, entonces, que queremos encontrar la suma de la serie de Zenón, es decir

½ + ¼ + 1/8 + …

Para ello, calculemos la integral finitesimal de la función m = (1/2)n  

Tomemos el caso general donde la base es un número a cualquiera. Sea m=an .Su derivada será m* = an+1-an = an.(a-1). Pero la derivada finitesimal de una constante por una función es el producto de la constante por la derivada de la función. Esto se puede demostrar fácilmente. De aquí que la integral finitesimal de la función m=an sea la misma función m=an, pero dividida por la constante (a-1). Para el caso de la de Zenón será, entonces
m = (1/2)n/(-1/2)   , que es la propia función (VI).

Claro que podíamos habernos ahorrado estos cálculos, pero queríamos mostrar cómo se obtuvo (VI).

Si ahora queremos encontrar la suma de la serie de Zenón a partir de la integral finitesimal, tenemos que calcular la diferencia 

ak+1 – a1
Sabemos que  

ak = (1/2)n/(-1/2)     ,para n=k
De donde, la integral finitesimal será

m = (1/2)n+1/(-1/2) – (1/2)1/(-1/2) =  1 – (1/2)n        (VII)

En este caso, se tiene la serie

½ + ¼ + 1/8 + … = Límite (1- (1/2)n)    ,con n que tiende a infinito.
Para encontrar la suma basta con calcular el límite cuando n tiende a infinito de la función que es “término” de la serie, es decir (VII). En este caso, como puede verse, el resultado es 1, que es la suma de la serie de Zenón.

Notemos que el operador que desarrollamos anteriormente, la derivada finitesimal, puede tener una interpretación geométrica muy simple.

Sean p1(x1, y1) y p0(x0, y0) dos puntos cualquiera del plano Oxy. La recta que pasa por estos dos puntos tendrá la ecuación

y = ((y1-y0)/(x1-x0)).x – ((y1-y0)/(x1-x0).x0 – y0      (VIII)
Es decir, tendrá la forma   y = a.x + b ,con a por pendiente. De aquí que la expresión que aparece en (VIII) delante de x represente la pendiente en cuestión. Ahora bien, los puntos p1 y p0 pueden ser interpretados como dos puntos consecutivos (para valores naturales de n) de la función m=f(n). De aquí que se pueda escribir p1(n1, m1) y p0(n0, m0), de donde la pendiente toma la forma
(m1-m0)/(n1-n0)           (IX)

Pero como p1 y p0 son dos puntos consecutivos de la función m=f(n), entonces 

n1= n0 + 1          y           m1= m0+ 1            (X)

Al mismo tiempo,  de (X) y de lo que sabemos

m0 = f(n0)    y     m1 = f(n1) = f(n0 + 1)

Si ahora sustituimos en (IX) los valores anteriores, tenemos

(f(n0+1) – f(n0))/(n0 +1 – n0) = f(n0+1) – f(n0)
El miembro de la derecha de la anterior es la derivada finitesimal de la función m=f(n) evaluada para n=n0, y como partimos de la pendiente de la recta que pasa por (n0, m0); entonces el operador en cuestión (la derivada finitesimal) es la pendiente de la recta que pasa por el punto p0 y el consecutivo a él en la función m=f(n). Esta es la interpretación de este operador.
En fin, si conocemos el término general de la sucesión que es base de la serie, podemos (en principio) encontrar el “término” que nos permite sumar la serie. Todo estriba en poder encontrar la integral finitesimal de aquel término n-ésimo (el de la sucesión). 

Notemos que por esta vía se puede encontrar fácilmente el “término” suma de las series que tienen por base sucesiones con términos n-ésimo del tipo de funciones polinómicas. Así, las integrales finitesimales son:

a) si m = n, la integral será  m = n2/2  - n/2 + c
b) si m = n2, la integral será m = n3/3 – n2/2 + n/6 + c

c) si m = n3, la integral será m = n4/4 – n3/2 + n2/4 + c

d) si m = n4, la integral será m = n5/5 – n4/2 + n3/3 – n/30 + c

e) etc.

Para que se entienda esto, hagamos los pasos de un caso. Sea la función m = n2. Supongamos que queremos encontrar su integral. La buscamos por m = n3. Derivemos esta última. Obtenemos m = 3n2 + 3n + 1. Debemos, ahora, anular el primer coeficiente, es decir 3. Como la derivada finitesimal de una constante por una función es la constante por la derivada de la función, entonces la integral finitesimal de una constante por una función es la constante por la integral finitesimal de la función, de modo que hay que buscar por m = n3/3. Al derivarla nos da la función m = n2 + n + 1/3. Debemos, ahora, anular el resto del polinomio de orden menor, conservando la parte principal. Para ello le restamos lo que será la integral de m = n, es decir buscamos por la fórmula m = n3/3 – (n2/2 - n/2). Derivemos esta expresión. Nos da la expresión m = n2 + 1/3. Debemos, ahora, anular el término 1/3. Restémosle n/3, que es la integral finitesimal de 1/3. Tenemos entonces la expresión m = n3/3 – n2/2 + n/2 – n/3, es decir m = n3/3 – n2/2 + n/6, que al derivarla nos da m = n2. Y como queremos el caso general, debemos sumar a este polinomio el sumando o la constante c. En general, por esta vía se pueden encontrar la integral finitesimal de toda función polinómica.
Supongamos ahora que tenemos la sucesión

1, 8, 27, 256, …,n3
Y queremos encontrar la suma de sus primeros 99 términos. No podemos sumar la serie hasta infinito porque es divergente, pero podemos pretender sumar una cifra limitada de términos. Se comprenderá que calcular cada término (elevando al cubo) y después sumarlos es una ardua tarea. Pero podemos abreviar la tarea usando el teorema anterior de forma modificada. Veamos.

La integral finitesimal de m=n3 es (como vimos) m = n4/4 – n3/2 + n2/4. Aquí, podemos ignorar el término c. Usando la integral finitesimal de m=n3, podemos calcular dicha suma.

Del teorema anterior sabemos que la suma desde 1 hasta k de los k primeros términos de la sucesión f(n) es la diferencia que surge al evaluar la función g(n) en k+1 y restarle g(1), donde g(n) es /f(n). Así:
1 + 8 + 27 + …+ f(99) = g (99+1) – g(1), con g(n) por /f(n).

Sustituyendo:

= (100)4/4 – (100)3/2 + (100)2/4 – 14/4 + 13/2 – 12/4 
= ¼ x 108 -  ½ x 106 + ¼ x 104
Esta es la suma en cuestión.  

CONCLUSIONES
El desarrollo en extensión de un cálculo de este tipo, al que llamamos finitesimal, podría abrir las puertas a muchos problemas matemáticos.
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