Solucion Numérica de Ecuaciones Diferenciales

2.4 Ecuaciones Diferenciales en Derivadas Parciales

2.4.1 Introduccion.

A modo de

introduccion a la resolucion numérica de ecuaciones diferenciales en

derivadas parciales recordamos algunos conceptos basicos vistos en cursos previos de
Andlisis Matematico:

* Se denominan ecuaciones diferenciales parciales (EDP) a aquellas ecuaciones que
involucran derivadas parciales de una funciébn desconocida con dos o mas
variables independientes.

* Se denomina orden de una ecuacion diferencial al orden de la derivada mas alta
gue exista en dicha ecuacion.

* Una ecuacion diferencial parcial lineal es aquella que es lineal en la funcion
desconocida y en todas sus derivadas, con coeficientes que dependen solo de las
variables independientes de la funcién.

Vemos a continuacion distintos ejemplos de ecuaciones diferenciales en derivadas

parciales:

& g +2 B@'Q +u =1 lineal de segundo orden
o0 X oy

3
62 u +x\:¢2 ;’ +8 [ =50y lineal de tercer orden
ox“dy oy

3
E&';ET +6 Elaiuz =X no lineal de tercer orden
Eb X H oxdy
s g +x Y—x no lineal de segundo orden
o0 X y

La mayoria de los problemas fisicos y de ingenieria de importancia

practica estan

descriptos por este tipo de ecuaciones diferenciales, y fundamentalmente por ecuaciones

diferenciales de segundo orden. Por ello el tratamiento de las EDP que se desarrollara en

lo sucesivo se concentrara sobre ecuaciones lineales de segundo orden.
2.4.2 Clasificacion Matematica.
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Las ecuaciones diferenciales de segundo orden en derivadas parciales pueden
expresarse de forma general como:

AIL‘?2U+BD62U +CILQ2U+D=O
ox? oxldy oy?

Donde A, By C son funciones de x y de y, y D es una funcién de x, y, u, Du/lx y Ou/lly. Es
decir que estamos asumiendo que esta ecuacién es lineal.

Dependiendo de los valores de los coeficientes de los términos de la segunda derivada A,
B y C, la anterior ecuacion puede clasificarse en una de las tres categorias siguientes:

Categorias en las que pueden clasificarse las ecuaciones diferenciales
parciales lineales de segundo orden en dos variables.

B2 - 4AC Categoria Ejemplo

<0 Eliptica Ecuacion de Laplace {en estado estable con dos
dimensiones espaciales)

2 2
TP

PEIFY:

=0 Parabdlica Ecuacién de conduccién del calor {variable de
tiempo con una dimensién espacial)

ar ., 9%r

ot Ix?

>0 Hiperbdlica Ecuacién de onda (variable de tiempo con una
dimensién espaciol)
Py 1

¢ 2 aP

Esta clasificacion es util por dos razones:
« Cada grupo esta asociado a diferentes problemas especificos de ingenieria.
« Cada grupo requiere técnicas de solucion especiales.

La terminologia utilizada para clasificar a las ecuaciones surge por analogia con la
utilizada en la clasificacion de ecuaciones generales de segundo orden en la geometria
analitica. Es importante notar que para los casos donde A, By C dependen de xy de y, la
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ecuacion puede estar en una categoria diferente, dependiendo del dominio para el cual se
quiere calcular dicha ecuacion.

2.4.2.1 Ecuaciones Elipticas.

Este tipo de ecuaciones permite resolver los llamados problemas de equilibrio, que son
problemas donde se busca la solucién de una ecuacion diferencial dada, en un dominio
cerrado, sujeta a condiciones de frontera prescriptas. Es decir que los problemas de
equilibrio son problemas de condiciones de frontera. Los ejemplos mas comunes de tales
problemas incluyen a distribuciones estacionarias de temperatura, flujo de fluidos
incompresibles no viscosos, distribucion de tensiones en solidos en equilibrio, el campo
eléctrico en una region que contenga una densidad de carga dada, y en general
problemas donde el objetivo sea determinar un potencial.

Caliente

7

2
[ | N T AL/ B o= e
2 Fria
8 Linea

4 de flujo

‘—Linea

i [ 1 3 equipotencial
T, Y
Roca impermeable
a) b) c)

Tres problemas de distribucion en estado estable que pueden ser caracterizados por EDP efipticas. of Distribucion de

rempergturo sobre una placa calentada; bj filtracién de agua bajo una presa, y d el campo eléctrico cercano a la punta de
un conductor.

2.4.2.2 Ecuaciones Parabdlicas.

Este tipo de ecuaciones permite resolver los denominados problemas de propagacion que
son problemas de transitorios donde la solucion de la ecuacion diferencial parcial es
requerida sobre un dominio abierto, sujeta a condiciones iniciales y de frontera prescritas.
Los ejemplos mas comunes de estos problemas incluyen a problemas de conduccion de
calor, problemas de difusion, y en general problemas donde la solucién cambia con el
tiempo.
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a) Barra larga y esbelta que
estd totalmente aislada,
excepto en sus extremos. la
dindmica de lo distribucién
unidimensional de T
temperatura a lo largo de la

longitud de la barra puede

describirse por una EDP

parabdlica. b) La solucién,

que consiste en

distribuciones

correspondientes al estado b)

de la barra en diterentes

momentos.

Caliente Frio

a)

<y

2.4.2.3 Ecuaciones Hiperbdlicas.

Las ecuaciones hiperbdlicas también tratan con problemas de propagacion, como por
ejemplo la ecuaciéon de la onda, pero con la distincibn de que aparece una segunda
derivada respecto del tiempo. En consecuencia la solucion consiste en distintos estados
caracteristicos con los cuales oscila el sistema. Es el caso de problemas de vibraciones,
ondas de un fluido, transmision de sefiales acusticas y eléctricas.

Una cuerda tensa que vibra

a boja amplitud es un \
sistema fisico simple que m
puede ser caracterizado por N

una EDP hiperbdlica.

2.4.3 Resolucién Numérica de las EDP.

Las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, tanto las elipticas como las
parabdlicas e hiperbdlicas, pueden ser resueltas sustituyendo planteando distintos
esquemas numeéricos donde las derivadas parciales son reemplazadas por su
aproximacién en diferencias finitas divididas.

A continuacién trataremos cada uno de los tres grupos antes mencionados de EDP.
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2.4.3.1 Ecuaciones Elipticas

Para abordar la resolucién numérica de las ecuaciones elipticas utilizaremos como caso
de estudio a la ecuacién de Laplace por ser utilizada en diversas areas de ingenieria
donde se trata con problemas que involucran la determinacion de un potencial.

Por ser un problema simple de plantear y resolver utilizaremos el caso de flujo de calor en
régimen estacionario en una placa delgada. La expresion es:

Fu o’u _
7+72
ax? oy

Para abordar la solucion numérica, trataremos a la placa como una malla de puntos
discretos (nodos) donde plantearemos la representacion en diferencias finitas de la
ecuacion diferencial, lo cual transforma a la EDP en una ecuacion algebraica en
diferencias.

Utilizando diferencias finitas centradas de segundo orden, entonces podemos escribir:

Fu 1
= (Ujg j—2Ujj+Ujsq j)
2 2 i iJ i+1,j
ox i AX
y
Fu 1
=——(Ujjg—2Ujj+U ji3)
2 > i i J
oy i Ay

Reemplazando estas expresiones en la EDP, queda:

1

1
sz (u,_lj 2u,]+u,+lj)+Ay (u,j_l 2U//+U1/+1) 0

1 1 1 1 1
U/—1/ 572 ijt—zUsjj+t—5 U ja+t—5U;ju1 =0
BAX Ay AX Ay Ay

Las condiciones de borde o de frontera deben estar especificadas para que exista una
solucién unica. Existen dos posibilidades en cuanto a condiciones en la frontera:

» Especificar el valor de la funcion en el borde. Es la forma mas simple y se la
conoce como condicién de frontera de Dirichlet o condicion forzada.
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» Especificar el valor de la derivada en la frontera. En general la derivada que se
especifica es en la direccién normal al borde (flujo). Esta condicion es conocida

como condicion de Neumann o condicion natural. Esta condicion es de la forma:
Ju
on
La expresion de esta condicion utilizando diferencias centrales es, para n = x:

=a donde n es la direccién normal al borde, y a es el valor.

du _ou _ (‘Ui—l,j+ui+l,j)

an ax 2 Ax

y paran=y
du _ou |-t ja*Ujju]
on 0y 2 Ay

Al imponer el cumplimiento de esta condiciobn en los puntos de la frontera del
dominio, se obtendran las expresiones correspondientes a los puntos que por
aplicacion del operador de diferencias han quedado “fuera” del dominio, y
reemplazarlos en las correspondientes ecuaciones.

Debe tenerse presente que si solamente se especifican condiciones de Neumann,
existiran infinitas soluciones. Por lo tanto para obtener una uUnica solucién debera
especificarse al menos una condicion de tipo Dirichlet en algan punto de la frontera.
Ademas de los valores de la funcién potencial suele interesar el valor de variables
secundarias. En general estas variables estan asociadas al valor del flujo en cada punto
del dominio y en las fronteras donde se ha especificado una condicion forzada. En un
caso podra representar el flujo de energia, en otro sera la velocidad, etc. Estas variables
secundarias o derivadas estan vinculadas con la derivada del potencial a través de una
constante (o funcion) que multiplica al valor de la derivada en el punto. Por ejemplo, para
un problema de transmisién de calor sera el flujo de calor, para el escurrimiento de un
fluido en un medio poroso sera el campo de velocidades.

ou . : L

Ox =-0a = —a(—u,-_lij+u,-+1,j) flujo en la direccion x
_ ou _ ( ) . . s

qy = —a@ =—0\=Ujja+Ujjv flujo en la direccion y

Ejemplo: Ecuacion del escurrimiento de un fluido a través de un medio poroso.
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La ecuacion general que gobierna el escurrimiento de un fluido a través de un medio
poroso bidimensional resulta:

donde:

Kx = coeficiente de permeabilidad horizontal [cm / seg.]

Ky = coeficiente de permeabilidad vertical [cm / seg.]

u = altura piezométrica=p +y

p/y = carga de presion del fluido circulante en cada punto [m.c.a.]

y =carga de posicion respecto de un plano de referencia cualquiera

y= densidad del fluido

(Se desprecia la carga por velocidad de la ecuacién de Bernoulli, por ser la
velocidad de escurrimiento muy pequeiia)

En diferencias finitas queda:

1 1
Ky ——> Ui j—1=2Uj i+U; ; ]+K —lu- i—2U; itUi 1 i|=0
X i, j-1 i, I j+1 i-1, i, i+1,

Ax2 ) ) J yAy2 J ) J

Si colocamos puntos en el dominio, tal que formen una cuadricula donde Ax =Ay = A
(malla cuadrada) y ademas suponemos que Kx = Ky = K (material is6tropo), la expresion
anterior se resume en el siguiente operador:

Uj—1jj—4Ujj*+Usgjj*rUjjg+Ujjsg =0

Para el problema de la figura, ademas se requiere conocer las siguientes variables
derivadas:

» Distribucion de presion del liquido en el suelo.

» Distribucion de velocidades de circulacion del fluido (flujo).

» Caudales de filtracion en la seccion media debajo de la estructura.
» Ladistribucidon de presion en la base de la estructura.
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100

\

60

|||<J

=0
=0

q
q

q=0

60
g=0
a=0

Kx = Ky = 1 cm/seg

g=0

B S S . —
20 20 20

Adoptando Ax = Ay = A = 20 m, subdividimos el dominio como se muestra en la siguiente

figura:
22 23 24 25 26 27
q=0
15 16 17 18 19 20 21
o o
1] 1]
o (=
8 9 10 11 12 13 14
1 2 3 4 5 6 7
q=0

Las condiciones de contorno forzadas (o Dirichlet) son:
U2 = U2z = Uz = 100
Uzs = Uz = Uz7 = 60

La condicion de pared impermeable (flujo nulo) indicada como g.,=0 en las figuras
anteriores corresponde a la condicién de contorno natural (0 Newman):
= 671.1 =0
4. on
gue para los puntos del contorno de la discretizacion son:
OX17 = OX19 = (0X24 = OX25 =) O
(Ay17 =) qy1s = (qQy1e =) O

CAPITULO 2 — SOLUCION NUMERICA DE ECUACIONES DIFERENCIALES
CATEDRA METODOS COMPUTACIONALES 2 Pag.8



ay: = qy2=qys =qys =0qys =0qys =qys =0
OXs = gX15 = (OX22 =)gX7 =0X14 = X21 =( gX27 =)0

NOTA: observese que el puntos de vertice tenermos mas de una condicion. En general la
solucion presenta alguna particularidad fisica en esos puntos.

Aplicado el operador diferencial en cada punto del dominio (y contorno donde no se
conoce el valor de u) se obtiene un sitema de ecuaciones algebraicas que en forma

matricial es:

ul

u2

u3

ud

us

ué

u7

us8

u9

ulo

ull

ul2

ul3

O |]O | |o|o|o|]o|o|o|o|o|o |o

ulg

uls

-100

ulé

-100

ul7

-100

ul8

0

1

ulo

-60

-4

1

u20

-60

1

2

-4

u21

-60

En el cual no se han colocado los coeficientes nulos. Como se observa, la matriz de

coeficientes resultante es una matriz banda, no simétrica.

Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos los valores de la variable incognita en
todos los puntos de la malla, siendo los valores obtenidos los indicados en la siguiente

figura:
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100 100 100 60 60 60

94.6 93.7 90.0 80.0 70.0 66.3 65.4
91.2 90.0 86.3 80.0 73.7 70.0 68.8
90.0 88.8 85.4 80.0 74.6 71.2 70.0

Una forma grafica habitual de presentar los resultados de un problema definido en un

dominio bidimensional es mediante el trazado de las curvas de isopotencial o
equipotenciales, donde cada curva corresponde a un valor de u=cte.
Una aproximacion al trazado de las equipotenciales puede realizarse interpolando en la
grilla los valores fijados para cada curva equipotencial. Asi se han trazado las
equipotenciales correspondientes a valores de u = 100, 95, 90, 85, 80, 75, 70,65y 60, en
la siguiente figura:

100 60
95 8s
PR
KN & 8 5y °

Aun restan encontrar los valores de las variables derivadas que son de interés en el
problema. A esta etapa del proceso de solucidbn numérica se la denomina de post proceso
de la solucion.

Campo de velocidades. De acuerdo a la ley de Darcy que gobierna el flujo en medios
porosos, la velocidad de escurrimiento en cada punto resulta:
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Como ya conocemos los valores de “u” en cada uno de los puntos de la grilla,es posible
estimar en esos mismos puntos las componentes vx y Vy, aplicando el operador central de
derivada primera y realizando las operaciones (procediendo habitual para obtener la
derivada de una funcion expresada en forma tabular).

Para este caso resulta:

Vx = —KX('Ui-l,j+Ui+1,j) ; vy = —KY('Ui,j-1+U1,j+1

Punto| Vx | Vy Punto| Vx | Vy
1 ]0.00(0.00 12 10.25(0.12
2 10.12(0.00 13 |10.12(0.12
3 (0.22(0.00 14 10.00(0.12
4 (0.27(0.00 15 |0.00(-0.22
5 10.22(0.00 16 |0.12(-0.25
6 |(0.12(0.00 17 |0.34(-0.34
7 10.00(0.00 18 |0.50(0.00
8 |10.00(-0.12 19 |10.34(0.34
9 |0.12(-0.12 20 [0.12]0.25
10 |0.25(-0.12 21 (0.00|0.97
11 |0.32(0.00

A modo de ejemplo, se detalla el calculo de las componentes de velocidad en el punto 10
de la grilla:

ou 1 cm
Vy = =Ky — =———|—Ug+u = 0.25 —
X X dx10 2Ax[ 9 11] seg
VY :—Kyaiu :‘:_i[—U3+U17] =—OlZﬂ

9Y 10 2 Ay seg

En la figura siguiente, se representa la distribucion del campo de velocidades obtenido.
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\

\

y

\

\

Diagrama de Presion sobre la estructura del Azud

Sabemos que en este caso p = u -y, entonces para los puntos del azud en contacto con

\

el medio poroso (suelo) resultan los siguientes valores de presion:

100

60

B A
Punto Y
24 60
17 40
18 40
19 40
725 60

Nos resta calcular
cualquiera se define como:

NP
100
90.0
80.0
70.0

60

J

Plkg/cm?]
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Q=¢v,.ds
in

Para conocer una estimacién del caudal que escurre por debajo del azud se calculard el
que atraviesa la seccion vertical ubicada en el centro de la base. Esta seccion resulta
particularmente simple porque los vectores velocidad solo tienen componente en la
direccion x y son perpendiculares a la seccion elegida (simplificandose el calculo).

Si se considera un area de ancho unitario en la direccién perpendicular ala figura (saliente
del papel). La integral indicada (igual al area encerrada por el perfil de velocidades en
esta seccidn) puede obtenerse utilizando el método de los trapecios, resultando:

litros

min

Q=fv.dS= WVag*via) oo, Via*va] o0 2 4o
) 2 2

2.4.3.2 Ecuaciones Parabdlicas

Abordaremos el estudio del tratamiento de este tipo de ecuaciones mediante la resolucion
de la ecuacion de conduccion del calor en una dimension. No debe perderse de vista que
los métodos que se desarrollaran a continuacion son de aplicacion a todas las ecuaciones
que correspondan a esta clasificacion. La ecuacion de conducciéon de calor
unidimensional es:

(T 22T

ax2 ot

En esta ecuacion la funcion T es la temperatura que depende de x y de t, x es la variable
independiente espacial, t es la variable independiente temporal, y k es el coeficiente de
difusividad térmica [cm? / s]. Un esquema tipico que representa este tipo de problemas es
el siguiente:

Barra delgada, aislada en todos los puntos excepto en los extremos.

Caliente Frio
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En este caso hay que considerar que la solucién presenta cambios en el espacio y en el
tiempo. La malla usada para la resolucién por diferencias finitas de las EDP con dos
variables independientes puede ser representada por:

f=1,1

-1 -

m+1,0 X

Malla usada para la solucién per diferencias finitas de las EDP parabélicas en dos variables
independientes, tal como la ecuacién de conduccién del calor. Observe que, en contraste
con la figura 29.3, la malla esta abierta en los extremos en la dimensién femporal.

2.4.3.2.1 Método Explicito

La ecuacion de conduccion del calor que estamos tratando requiere de dos
aproximaciones. Para la derivada segunda respecto de la variable espacial x, podemos
hacerla con una diferencia dividida centrada con una aproximacion de segundo orden:

FT 0 T -2 0/ +T/y
0 x? (ax)?

y una diferencia dividida finita hacia delante para aproximar a la derivada en el tiempo:
1+1 I
or [T T,
ot At

De la aproximacion adoptada para la variable x, utilizando operadores que corresponden
a una interpolacién limitada de segundo orden, surge que el error de truncamiento para x
es del orden de O(Ax® ). De la misma forma, para la variable t, donde utilizamos un
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operador que corresponde a una interpolacién limitada de primer orden, surge gue el error
de truncamiento para t es del orden de O(At?).

Sustituyendo en la ecuacion:

r_or

k
ox? ot

Se obtiene:

/ Il I+1_ I
)i~ 200 4Ty T T,
(Ax)z At

Que puede ser expresada también como:

l+1 _ 1 , FK At | |,
T =T, +H—2 L —200 + T,
Hax)
_ _ kAt
Y si hacemos A = (Ax)g , NOS queda:

T/ =77’+AE{]T/—1—2 Tl +7,

Esta ecuacidon, que puede ser escrita para todos los nodos interiores de la barra,
proporciona un modo explicito para calcular los valores en cada nodo para un tiempo
posterior, con base en los valores actuales del nodo y sus vecinos. Esto puede ser
esquematizado mediante la siguiente representacion:

Molécula computacional para la forma explicita.

>< Puntos de la malla involucrados
en las diferencias en el tiempo

O Puntos de la malla involucrados
en las diferencias en el espacio

tie

Fan) Fan) ¢
L/ ]/
Xi—1 X; X1
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Si las condiciones de contorno son del tipo forzada o de Dirichlet, donde el valor de la
funcién incognita es conocido, la ecuacién anterior no debe ser aplicada en los puntos de
la frontera, puesto que alli no hay incognitas.

Las condiciones de contorno o de frontera del tipo de Neumann (o condicion natural)
pueden ser incorporadas sin inconvenientes a las ecuaciones parabdlicas, de la misma
manera que con las elipticas. En el caso particular de la ecuacion de conduccién de calor
unidimensional, deberan agregarse dos ecuaciones para caracterizar el balance de calor
en los nodos extremos. Por ejemplo en el nodo inicial escribiriamos:

T4+ :Tg+/\[(]r_’1—2 T+

Donde el punto (-1) es exterior al dominio de analisis. Este punto puede escribirse en
funcién de los interiores utilizando las condiciones de contorno que correspondan. En este
caso:

G = kP
0 X

Utilizando una diferencia dividida finita centrada de segundo orden para aproximar a la
derivada respecto de la variable espacial x:

oT _ Tl =Tl
o0Xx 2 [Ax

Entonces nos queda:

/ /
0T -T;

= —kpCL — =-kprer L "1 O
9x P X P X

2 [AxL

Th =1/~
KDpIT

Luego, obtenemos la ecuacion para el primer punto:

T0l+1:TOI+A%lI_2mX|]7X _2D-0I+EIE:T(§+2|] lI_TOI_AXmX
P K(p[T

De la misma manera se puede obtener una ecuacién para ser aplicada en el Gltimo punto.

Ejemplo: Solucion explicita para la ecuacion de conduccion de calor unidimensional
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Calcular la distribucién de temperatura de una barra larga y delgada que tiene una

longitud de 10 cm.

e El coeficiente de difusividad térmica es: k = 0.835 cm?/ s.

¢ Como condicion de frontera tenemos que en los extremos de la barra la

temperatura es constante todo el tiempo:

TO,)=1000C y T(10,t =50 [C.

* Como condicion inicial tenemos que en el interior de la barra la temperatura para el

tiempot=0es:
T(x,00=0[0C para 0<x <10.

Sitomamos [k=2cm y [k=0.1stendremos que:

_ kAt _0.835[0.1

A
(ax)? 22

Entonces aplicando la ecuacion:

T/ =TiI+A|:t]Ti{1_2 Tl +7)

en la siguiente malla de diferencias:

=0.020875

A
t=0.2 o @ ® @ @ @
t
t=0.1 o @ @ @ ® o
t=0.0 @ @ @ @ @ o
x=0 X=2 X=4 X=6 X=8 x=10
X

tendremos parat=0.1s
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e enx=2cm.

T =T10+)\[t]T20—2 U10+T5’)
T} =0+0.020875 [fo — 2 [f0) +100) = 2.0875

s enx=4cm.

=~

73 =19+ Alr§-2 9 +77)
T2 =0+0.020875 tfo -2 o) +0) =0

e enx=6¢Ccm.

~

LE; :T§’+/\[t]r£—2 Er30+T20)
T3 =0+0.020875 fo -2 tfo) +0) =0

* enx=8cm.

T :T£+A[(JT50—2 D}?+T3?)
T} =0+0.020875 ({50 -2 [{0) +0) =1.0438

Parat=0.2 s, los valores de los 4 nodos interiores son calculados como:

T =2.0875 +0.020875 [{0 —2 [{2.0875) +100) = 4.0878
T5 =0+0.020875 {0 —2 {0) +2.0875) =0.043577

TZ =0+0.020875 [{1.0438 —2 [{0) +0) =0.021788

T7 =1.0438 +0.020875 {50 —2 [{1.0438) +0) = 2.0439

Y asi se continda el céalculo. Los resultados son mostrados con intervalos cada 3
segundos. Se observa que el aumento de temperatura con el tiempo representa la
conduccioén de calor desde los extremos hacia la barra.
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Disirfbycién de temperatura en una barra lorga y delgada, como se calculé con el método
explicito descrito en la seccién 30.2.

Convergencia y Estabilidad en el Método Explicito.

Definiremos convergencia y estabilidad de la siguiente manera:

e Convergencia significa que conforme [x y [t tienden a cero los resultados de la
técnica de diferencias finitas se aproximan a la solucién verdadera.

* Estabilidad significa que los errores en cualquier etapa del célculo no son
amplificados, sino que son atenuados conforme el calculo avanza.

Se puede demostrar que el método explicito es convergente y estable para la ecuacion
gue estamos tratando si se cumple la siguiente condicion o relacién entre Ax y At:

kAt

A=
(ax)?

<

N

o dicho de otra manera:

Ademas, puede demostrarse que:
: 1 - . .
e SiAs > los errores en la solucion no crecen, sino que oscilan.

_ 1 ., o
e SiAs 2 los errores en la solucidon no oscilara.
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. 1 ) o .
e SiAS< 6 se tiende a minimizar los errores de truncamiento.

La figura siguiente representa un calculo realizado sin cumplir con la condicion A < >

sino que A =0.735.

Solucién del ejemplo 30.1, pero con A = 0.735.

El método explicito presenta, ademas del problema de que es condicionalmente estable,
fuertes limitaciones que pueden ser ejemplificadas de la siguiente manera:

* Supongamos que, aun cumpliendo la condicion de estabilidad antes descripta,
0x debe ser disminuido a la mitad para mejorar la aproximacion de la segunda
derivada espacial. Esto implica que, para conservar la convergencia y la
estabilidad, [t debe ser dividida por 4. Entonces, para evaluar la ecuacion en el
mismo lapso de tiempo, dividir [Ix a la mitad implica multiplicar por 8 el nimero
de célculos.
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Por otro lado, para un punto del dominio (i,l) dado, el valor aproximado de la funcion
incognita que se obtiene, se calcula en funcion de valores en tiempos anteriores, tal como
se indica en la siguiente figura:

Representacién del efecto de t {n
los otros nodos sobre la PP

--0--0--0

aproximacién por ! i i 1 1
l | | | |

|
diferencias finitas para el ('} . S
nodo i, ) usando un ! I ! ! Condicion en la frontera
1
O -
I
I

esquema explicito por | 1 Ly
diferencias finitas. Los nodos - --0
sombreados tienen una
influencia sobre (i, ), en
fanto que los nodos no
sombreados, los cuales
aofectan a (i, ), se han
excluido.

<y

Condicién inicial

Vemos que para el calculo de la incognita en el punto del dominio en cuestion no estamos
teniendo en cuenta las condiciones de contorno imperantes en ese instante de tiempo ni
en los inmediatamente anteriores. Surge inmediatamente que si las condiciones de
frontera varian en el tiempo esto acarreara errores en la solucion obtenida para ese
instante de tiempo, que seran tanto mayores cuanto mas rapidamente varien las
condiciones de frontera.

2.4.3.2.2 Métodos Implicitos.
2.4.3.2.2.1 Método Implicito Simple

Los métodos implicitos superan las dificultades de convergencia y estabilidad presentes
en los métodos explicitos, esto es proporcionan esquemas numeéricos incondicionalmente
estables, a expensas de usar algoritmos algo mas complicados. El hecho de que sean
incondicionalmente estables significa que la solucion sera estable para cualquier relacion
gue exista entre Ax y At, a diferencia de los métodos explicitos que son condicionalmente
estables. La diferencia fundamental entre ambas aproximaciones reside en que en la
forma explicita aproximamos la derivada espacial en el nivel de tiempo |, de modo que nos
guedaba una ecuacion con una sola incognita Ti'+1, gue podiamos despejar en forma
explicita. En la forma implicita la derivada espacial es aproximada en un nivel de tiempo
posterior | +1 de modo que quedan mas de una incOgnita en una misma ecuacion
impidiendo la resolucion en forma sencilla como ocurria en el método explicito.

Esta diferencia fundamental puede apreciarse claramente en la siguiente figura:

CAPITULO 2 — SOLUCION NUMERICA DE ECUACIONES DIFERENCIALES
CATEDRA METODOS COMPUTACIONALES 2 Pag.21



Moléculas computacionales >< Puntos de la malia involucrados en las diferencias en el tiempo
que muestran las diferencias
fundamentales entre los
métodos a) explicitos )$<
implicitos. S
y b} implicitos I+1 I+1 —p

O Puntos de la mallla involucrados en las diferencias en el espacio

Fan)
L/

Vil
\V

f= i i+1 i—-1 i i+1

a) Explicito b) Implicito

Entonces, por quedar una ecuacion con varias incognitas, que no puede ser resuelta
explicitamente el sistema completo de ecuaciones que se originara debe resolverse
simultaneamente. Esto es posible porque junto con las condiciones de frontera, las formas
implicitas dan como resultado un conjunto de ecuaciones lineales algebraicas con el
mismo numero de incégnitas. Entonces el método se reduce a la resolucién de un
conjunto de ecuaciones simultaneas para cada instante de tiempo.

La ecuacion de conduccion del calor que estamos tratando requiere de dos
aproximaciones. Para la derivada segunda respecto de la variable espacial x, podemos
hacerla con una diferencia dividida centrada con una aproximacion de segundo orden, con
el error de truncamiento que hemos discutido con anterioridad:

1+1
62T _ -,—iI:ll_Z UiHl"'Ti—Ji

ax? (ax)?

Y una diferencia dividida finita hacia delante para aproximar a la derivada en el tiempo:

141 _ 1
oT _T/™-T,
ot At

Sustituyendo en la ecuacion:
kT _oT
ox? ot

Se obtiene:
kd-ilj:iZ_Z D-il+1+Tit%/ _ Til+1_TiI
(Ax)z At
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Que puede ser expresada también como:
ATt a2 ) o -amlE =T/

Donde:

Esta ecuacion se aplica en todos los nodos excepto en el primero y el ultimo. Para estos
puntos valen las apreciaciones hechas en el caso anterior respecto de las condiciones de
contorno. Vale destacar que el sistema de ecuaciones que se forma al aplicar este
método es tridiagonal, y que existen algoritmos muy eficientes para la resolucion de este
tipo de sistemas, como por ejemplo el método de Thomas.

Ejemplo: Solucion implicita simple para la ecuacion de conduccion de calor
unidimensional.

Resolver el mismo problema anterior con el método implicito simple. Recordar que la
condicion de borde en los extremos son temperaturas conocidas que se mantienen
constantes en todo intervalo de tiempo. Por lo tanto la ecuacion debe aplicarse, en este
caso, solo a los puntos interiores del dominio.

AT+ (20 T AT =T
Por lo tanto, en t =0 y x =2 cm queda:
AR +(1+2) O -amd =72

(1+2@) -2 =72 + A7
1.04175 1§ -0.020875 [T =0 +0.020875 [{100) = 2.0875

Parat=0y x =4 cm queda:

AT+ +2 )2 -ATd =79
—0.020875 [T} +1.04175 (T3 —0.020875 (T3 =0

Parat=0yx =6 cm queda:
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ATE+(1+2RA)TE-amd =78
—0.020875 [T3+1.04175 (T3 -0.020875 [T} =0

Para, ent =0y x = 8 cm queda:
SATE+(1+2 D) T -Ad =74

—ATE+(1+2 @) T =72+ AT
—0.020875 [(T3+1.04175 [T} =0 +0.020875 [{50) =1.04375

Entonces obtenemos el siguiente sistema:

0104175 -0.020875 0 0 0G0 0208750
J0020875 104175 -0020875 0 gin 0o D
0 0  -0020875 1.04175 -0.020875D[§-31% 00 C
7 0 0 -0020875 104175 0 FlH 1.04375¢

Este sistema resuelto nos proporciona la distribucion de temperatura para el tiempo t = 0.1
s. El resultado es:

Erllg [2.0047[
Ti0_ [0.0406
T30 [0.0209C

i C
TIH [.0023¢

Si partimos ahora de los valores conocidos de la funcién incognita en los puntos del
dominio para el tiempo t = 0.1 s, para obtener la solucion, en los mismos puntos para el
tiempo t = 0.2 s, puede apreciarse que la matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones
no varia, solo lo hace el vector de términos independientes. Al rearmar las ecuaciones el
vector de términos independientes queda:

[4.09215[
10.04059
[0.02090C
2.04069F

Y resolviendo el sistema, parat=0.2 s:
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Erfg [8.93050

O
T#0_ 0.11907
%rgﬂ [0.06180
2 %963D
Fi5 @.96530

Y asi contintia la resolucion.

2.4.3.2.2.2 Método Implicito de Crank - Nicolson

El método de Crank — Nicolson proporciona un esquema implicito de mayor exactitud que
el método implicito simple visto anteriormente. Esto se logra desarrollando las
aproximaciones por diferencias en el punto medio del incremento en el tiempo.

Para hacer esto la primera derivada temporal puede ser aproximada en t"*? por:

J+1_p1+1/2 141/ 2_ 1 I+1_ I
OT 1 4 =-1"2 7™ 2-T'H T7"-T,
At/2 a2 H At

at 2
La segunda derivada en el espacio puede se determinada en el punto medio al promediar
las aproximaciones por diferencias al inicio (t') y al final (t**) del intervalo del incremento
del tiempo:

0 DE% e P

Sustituyendo en la ecuacion de conduccion de calor queda:

Klllzr{ll-‘-l_Z D-II+7-II_1 +7-II_:-'11 2D—I+1+TI+1 B: 7-Il+l_7-ll

25 (& (a2 g A
Reordenando:
Atlk [HTI+1_2 u-i/"'TiI—l) 2Ul+1 -,-l+1 Til+1_Til
20ax)?
_ _ Atk
si hacemos A —T\X)g y reemplazamos:
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QEHT/+1—2 UiI+TiI—1)+ o Dr,-’+1+T,-’_"}1)] _TiM_T o

A I+1

A
S -2 m ™y -

—1 =1l - A2 o +my )0

2
Aol -2 a+2) o AT = - ATy -(22-2) o - aay,

Esta ecuacién se aplica en todos los nodos excepto en el primero y el ultimo. Para estos
puntos valen las apreciaciones hechas en el caso anterior respecto de las condiciones de
contorno. En las figuras siguientes puede apreciarse la diferencia entre las moléculas
computacionales del método implicito simple y el método implicito de Crank — Nicolson.

. ional Puntos de la malla involucrados
Molécula computaciona en las diferencias en el tiempo

| método implicito ;
para e P Puntos de la mallla involucrados

simple. en las diferencias en el espacio
6 9_ P+
tl
X; -1 X; Xj 41
Puntos de la malla involucrados
en las diferencias en el tiempo
Puntos de la malila involucrados
en las diferencias en el espacio
JhY Fan) /1
W) o
' p e
FIGURA 30.9 N Tl Y
; ) L/ J/
Molécula computacional
para el método de Crank- Xi_y X, X ..
Nicolson.
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Ejemplo: Solucién implicita de Crank — Nicolson para la ecuacién de conduccion de calor
unidimensional.

Resolver el mismo problema anterior con el método implicito simple. Recordar que la
condicion de borde en los extremos son temperaturas conocidas que se mantienen
constantes en todo intervalo de tiempo. Por lo tanto la ecuacién debe aplicarse, en este
caso, solo a los puntos interiores del dominio. Aplicando la ecuacion de Crank — Nicolson:

/+1 1+ 1+ _ / / !
—Am 2 1) o7/ ™M A =a0) +2 1) 7 + AT,
Parat=0yx=2cm:

—ATE+2 fA+1) T - AT = AT § +2 fa-1) 1l + AT
2 (A+1) T - AT = A8 +2 fA-1) 02 + AT + AT

2[{1.020875) 1} —(0.020875) (T2 =
0.020875 [{100) +2 [{0.979125) [{0) +0.020875 [{0) +0.020875 [{100)

2.04175 (T} -0.020875 (T3 =4.175
Parat=0yx=4cm:
—ATF +2 (A+1) T - ATTE = AT +2 (A —1) 18 + AT

(-0.020875) 1 +2 {1.020875) (T2 —(0.020875) (T2 =
0.020875 [f0) +2 [{~0.979125) {0) +0.020875 [{D)

(-0.020875) 1} +2 1.020875) (T2 —(0.020875) (T2 =0
Parat=0yx=6cm:
— AT +2 (A+12) T2 - ATE = A9 +2 tA—1) T + AT

(-0.020875) 12 +2 {1.020875) (13 —(0.020875) (1} =
0.020875 [{D) +2 [{0.979125) [{0) +0.020875 D)

(-0.020875) (12 +2 f1.020875) (12 —(0.020875) (T} =0

Parat=0yx=8cm:
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—ATZ+2 (W +1) T - A2 = AT +2 tha—1) (Tf + ATE
AT +2 fA+1) 0F = aaf+2 th-1) 00 + A2 + AT

(-0.020875) T3 +2 {1.020875) (T; =
0.020875 [{0) +2 [{-0.979125) [{D) +0.020875 [{50) +(0.020875) [{50)

(-0.020875) T2 +2 {1.020875) (T} =2.0875

Entonces nos queda el siguiente sistema:

02.01475 -0.020875 0 0 0G0 p4175C
loo0875 201475 -0020875 o Dgig 0o U
0 0  -0020875 201475 -0.020875DE§§E 00 O
30 0 -0020875 201475 0 iR 2.08751

Este sistema resuelto nos proporciona la distribucién de temperatura para el tiempo t =
0.1 s. El resultado es:

Erllg [2.0450C

O
Tho_ .0210¢
T35 Do0107C
1o El C
35 {.0225¢

Si planteamos ahora en t = 0.1 s para obtener la solucion para el tiempo t = 0.2 s, la
matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones no varia, solo lo hace el vector de
términos independientes. Al rearmar las ecuaciones el vector de términos independientes
queda:

[8.1801C
.0841 ¢
[0.0427C
r.0001 F

Resolviendo el sistema, parat=0.2 s
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Erf ) [.00730

0
T#0_ [0.08267
T5 0 D.042210
T2E 200361

Y asi contintia la resolucion.

Comparacion de las Soluciones Numéricas y Analitica

Se hizo una comparacién entre las soluciones numéricas y analitica. Esta ultima se
obtuvo resolviendo el problema tratado con anterioridad mediante la expresion (Jenson y
Jeffreys, 1977):

. i n n°Ge
T :TD%+ zi(—l) Ben@”mzm( @}po Em%

/=, nlit B 12
Esta expresibn puede emplearse para calcular la evoluciéon de la distribucion de
temperaturas para cada condicion en la frontera. Luego, la solucion total puede
determinarse por superposicion. La comparacion se hizo sobre el punto x = 2 cm para el
tiempo t = 10 s. La solucién analitica es:

T(2,10)=64.8018

Recordemos que:
L=10cmyk=0.835cm?/s.
Condicién de frontera:
TO,t)=1000C y T(10,t)=50[LC.
Condicién inicial, para el tempot=0es:

T(x,0)=0/0C para 0<x <10.

Si tomamos 7x =2 cm.
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Ot 0 Explicito Implicito
Simple | Crank-Nicolson
10 | 2.0875 208.75 53.01 79.77
5 | 1.04375 -9.13 58.49 64.79
0.4175 67.12 62.22 64.87
1 | 0.20875 65.91 63.49 64.77
0.5| 0.104375 65.33 64.12 64.74
0.2 | 0.04175 64.97 64.49 64.73

Se puede observar que:

* El método explicito es inestable para 0 grandes. Esta inestabilidad no se manifiesta
en ninguno de los dos métodos implicitos

* El método de Crank — Nicolson converge mas rapidamente cuando [ decrece
proporcionando resultados moderadamente precisos aln para [l grandes.

e Cuando [ disminuye todos los métodos convergen a un valor 64.73, que es
diferente del resultado analitico 64.80. Esto es asi porque hemos tomado un x = 2
para caracterizar la dimension x. A medida que reducimos 0Ox (y por lo tanto
también [t conforme [ decrece), la solucién numérica serad cada vez mas cercana
al resultado analitico.

Por ultimo sefialaremos que los métodos explicitos e implicitos que vimos con anterioridad
son facilmente extensibles a la resolucion de ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales parabdlicas que involucren dos incégnitas independientes.

2.4.3.3 Ecuaciones Hiperbdlicas

Como hicimos en los casos anteriores abordaremos el estudio del tratamiento de este tipo
de ecuaciones mediante la resolucion de una ecuacion particular, pero no debe perderse
de vista que los métodos que se desarrollaran a continuacién son de aplicacion a todas
las ecuaciones que correspondan a esta clasificacién. La ecuacion a tratar en esta
oportunidad es la ecuacion de la onda unidimensional, cuya expresion es:

a2u_ % u

ax2 at?
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Donde:
u =u(x,t) eslafuncién posicion.

1 . . ., .
a=— siendo c la velocidad de propagacion en el medio.
c

En este caso, al igual que para las ecuaciones parabdlicas, debemos conocer las
condiciones iniciales del problema para poder hallar la solucion. Entonces tendremos que:

u(x,0) =f(x) es la configuracién del sistema para t=0 y

ou

ot =g(¥) es la velocidad inicial del sistema parat=0

Como en el caso de las ecuaciones parabdlicas pueden plantearse esquemas numericos

explicitos e implicitos.

2.4.3.3.1 Método Explicito

El esquema numérico que se obtiene en este caso surge de reemplazar las derivadas por
su aproximacion utilizando diferencias centrales en una interpolacion limitada de segundo

orden. Haciendo esto nos queda la expresion:

1
3 (U/[—1—2 uf+ul 4y
(4x)

a
At)?

(u,[_l—2 ul+ul*

En esta ecuacidn puede apreciarse que la Unica incognita es u

despejarse explicitamente de la expresion anterior:

(B2 [ oyl I_,, -1
up T = 5 \Ui-1=2Uj HUjsg |+ 2 Ui~ U
alAx)
2
—— iy 2 _ (a1)
Para simplificar la notacién llamaremos r* = W , quedando:
a\ax

uftl =r2 EﬁuLl —20 + u=+1) +2 ) -ul™?

utt=r2 i, + (2 -2 DTZ) [ +r? [y +—ul™t

{™ la cual puede

Esta ecuacién, que puede ser escrita para todos los nodos interiores del dominio,

proporciona un modo explicito para calcular los valores en cada nodo para un tiempo
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posterior (nodo i en el tiempo I+1), con base en los valores actuales del nodo y sus
vecinos (nodos i-1, 1 e i+1 en el tiempo |) y a un valor anterior del nodo considerado (nodo
i en el tiempo I|-1).

Respecto de las condiciones de contorno, si estas son del tipo forzada o de Dirichlet,
donde el valor de la funcién incognita es conocido, la ecuacion anterior no debe ser
aplicada en los puntos de la frontera, puesto que alli no hay incégnitas. Si las condiciones
de contorno son del tipo de Neumann (o condicion natural) pueden ser incorporadas sin
inconvenientes a las ecuaciones hiperbdlicas mediante la utilizacion de una condicion del
tipo:

ou(0,t 1
<(3x ) - mO.9 0 [ﬁ— Uiy + U=+1)

I
WL g il

Donde hemos utilizado una diferencia dividida finita centrada de segundo orden para
aproximar a la derivada respecto de la variable espacial x. 0 y | son los extremos del
dominio espacial y m y n funciones de t o constantes. De esta forma sera posible expresar
a los puntos exteriores al dominio en funcion de los interiores. Luego, aquellos son
reemplazados en la ecuacién general y se obtiene una ecuacién para ser aplicada al
primero o al ultimo punto del dominio, en el caso de que en alguno de ellos la condicion
de contorno sea del tipo natural.

Por otro lado si planteamos la resolucion para el primer instante de tiempo posterior al
tiempo inicial la expresion general queda:

uf =r? mio_1+(2—2u2)mi° +12 Wy + -ut

Se observa que ha quedado en la ecuacion un punto correspondiente a un tiempo anterior
al inicial. Trataremos de eliminar esa incognita haciendo uso de la condicion inicial en la
cual tenemos prescrita el valor de la derivada primera de la funcién u respecto de t en el
tiempo inicial to. Utilizando la diferencia central como aproximacion a la condicion de
derivada primera respecto de t queda:

i(—u-_1+ 1 —
2A

Despejando el punto exterior, expresandolo en funcion del interior, y reemplazando, se
obtiene:

= 1020y 200 20+ P 1y + 20T
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El método explicito, al igual que en las ecuaciones parabdlicas, es de muy sencilla
aplicacién pero presenta el inconvenientes de que el valor de la funcion, calculado en un
punto P genérico solo depende de los valores de la funcién en los puntos del dominio
marcados con una X en la siguiente figura :

4

Nl

D{-fr: iparl A 0 Elxptip X

Este conjunto de puntos es llamado dominio de dependencia numérica del punto P. Esto
significa que para encontrar la soluciébn en P es necesario conocer previamente la
solucién en cada uno de estos puntos.

Como vemos, en esta situacion el valor obtenido en P no depende ni de las condiciones
iniciales definida para los segmentos DA y BE ni de las condiciones de contorno definidas
en los extremos del intervalo. Si hacemos la suposicibn de que tales condiciones
cambian, es obvio que el valor real de la funcion en P se vera afectado. Sin embargo esta
situacién no se refleja en nuestro célculo numérico mediante la aplicacion del método
explicito.

Courant, Friedrichs y Lewy demostraron que este esguema numeérico converge si se

cumple con la condicion:
O<r<i

Donde r esta definido por la expresion:

También se demostr6 que la estabilidad de la solucién obtenida queda asegurada cuando
se verifica que:
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r<i

Entonces, la convergencia y estabilidad del esquema numérico explicito quedan
aseguradas cuando se cumple con ambas condiciones en forma simultanea, es decir
cuando:

O<r<i

2.4.3.3.2 Método Implicito

Para salvar los inconvenientes detallados con anterioridad en el esquema explicito
aplicado a este tipo de ecuaciones, es posible plantear un esquema implicito al costo de
perder simplicidad en la resolucidén, puesto que en este caso deberemos resolver un
sistema de ecuaciones para hallar la solucion.

Siguiendo con el ejemplo de la ecuacion de la onda, pero sin perder de vista que el
procedimiento puede generalizarse para todas las ecuaciones de este tipo, tenemos que
uno de los esquemas numéricos mas utilizados es:

] )
yo RLLRLY

I
4u

Este se obtiene al reemplazar las derivadas por diferencias centrales en una interpolacion
limitada de segundo orden. Como vemos, en este esquema la derivada segunda respecto
de x se plantea como un promedio ponderado de la misma aplicada en los instantes de

tiempo actual (l), anterior (I-1) y posterior (I+1).
Este operador lleva a obtener un sistema de ecuaciones tridiagonal, y es

(g

. . t
incondicionalmente estable para todo valor de r =a %'
Ejemplo: Resolveremos la ecuacién de la onda, en las siguientes condiciones:
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0% u _aazu
ox°  at?

Dondea=1yl=1.
El dominio de solucion esta definidoen 0<x<l, 0<t<0.5

Las condiciones iniciales:

u(x,0) =f(x) = —sen%’%%

Las condiciones de contorno son:
u(O,t) =0y u(l,t) =0 para t=0
a) Método explicito.

. 1
Sabemos que debe cumplirse que r <1.Por lo tanto adoptamos r =0.5 y AXx :§' por lo

1
cual nos queda que At = 16"

El operador en diferencias entonces queda:
1 | | | 1
— U, —2U; +U,, | =
(AX)Z ( i-1 l) (At)z
A partir de las condiciones iniciales, tenemos que ent=0

[ ~2u; +u]

u(x) = —sen(mx)

% =0 = 1 (u!+1 —u!_l)
ot

De donde se obtiene

Reemplazando en el operador de diferencias general, este para el primer paso queda:

ut =r’u_, +2(1—r2)u: +r2ul, —u

i+l i

Ordenando:
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am =2, 2l

Para los pasos que siguen al primero el operador a utilizar es:

-1
i

ut =r’u_, +2(1—r2)u: +réu,, —u
Debido a la simplicidad de la aplicacion de los operadores anteriores no se detallan los
calculos. En la siguiente tabla se presenta en forma sintética los valores de la funcién u
aproximada. El calculo se hizo hasta t =nlAt conn =1, 9.
Debe notarse que con este método las operaciones matematicas a realizar solo son
aquellas que surgen de la aplicacion del operador.

X t=0 |t=1/16| t=1/8 |t=3/16| t=1/4 |t=5/16| T=3/8 [t=7/16| t=1/2

0.000 | 0.00000 | 0.00000|0.00000/|0.00000|0.00000|0.00000|0.00000|0.00000 | 0.00000
0.125(-0.38268-0.37540/-0.35383-0.31879-0.27162-0.21411-0.14846-0.07715-0.00290
0.250(-0.70711{-0.69365/-0.65379-0.58905-0.50189-0.39563 -0.27431 -0.14255-0.00537
0.375(-0.92388-0.90630-0.85422-0.76964 -0.65576/-0.51692 -0.35841 -0.18625-0.00701
0.500(-1.00000-0.98097|-0.92460,-0.83305-0.70978-0.55951] -0.387941-0.20160-0.00759
0.625(-0.92388-0.90630-0.85422-0.76964 -0.65576/-0.51692 -0.35841 -0.18625-0.00701
0.750(-0.70711{-0.69365/-0.65379-0.58905-0.50189-0.39563 -0.27431 -0.14255-0.00537
0.875(-0.38268/-0.37540/-0.35383-0.31879-0.27162-0.21411-0.14846-0.07715-0.00290
9 | 1.000(0.00000/|0.00000|0.00000|0.00000|0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000
Los valores de la solucion aproximada obtenidos y sintetizados en la tabla anterior se
graficaron con el objeto de visualizar de manera mas clara la evolucion en el tiempo
utilizando curvas u(x) para t=ntAt con n = 1, 9. Aunque en dicha figura no puede
apreciarse, de haberse continuado el calculo se veria que la solucién oscila alrededor de
la posicién de equilibrio.

0 N O O~ W N B
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_02 -

04 - Met. Explicito

—n—t=0
— —e—1=1/16
X 06 —A—1=2/16
= —v—t=3/16
—e—1=4/16
0.8 1 —+—1=5/16
—x— t=6/16
—%—1=716
Lt — 1 —{=8/16

. I B I T 1 ' I ' 1 N I ' I ' 1
0.000 0125 0.250 0.375 0.500 0.625 0.750 0.875 1.000
X

b) Ahora resolveremos utilizando el método implicito.

El esquema numérico que utilizaremos en este caso es:

Si agrupamos las incognitas en el primer miembro queda:

r’ (S P 201 (14 -1 A YA I c\d I -1
—u_; +A+—H/ ——u; =r u- —2u - +u )+=(u_, —2u. +u; 2u; —u,

4 i— E‘ 2 EI 4 i+ %( i—1 i i ) 2( i—1 i |+1)E+ i i (1)

El miembro izquierdo es el término independiente de la ecuacion algebraica lineal que se
obtiene al aplicar el operador en cada punto discreto del dominio (nodo) donde se
pretenda obtener la solucion aproximada.
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Las condiciones de contorno especificadas son u(o,t)=0 y ulit) =0, por lo cual no es
necesario plantear las ecuaciones en esos nodos del dominio en donde la funcion es
conocida.

De las condiciones iniciales especificadas podemos obtener las relaciones necesarias
para definir el operador a ser aplicado en el primer paso:

u(x,0) =—sen(mx)

De donde:

-1 — 1+
=u

Entonces el operador a ser aplicado en el primer paso es:

2 2 2
STt G =it = ol —2u )+ Sl —2ul vl g2

Si hacemos las operaciones aplicando este operador en el primer paso encontramos la

matriz de coeficientes y el término independiente para encontrar la solucion en ¢t 16

Nodo 2 3 4 5 6 7 8 TI Solucién
2 | 2250 -0.125 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 |-0.758 |-0.375470
-0.125 2.250 -0.125 0.000 0.000 0.000 0.000 |-1.401 |-0.693777
0.000 -0.125 2.250 -0.125 0.000 0.000 0.000 |-1.830 |-0.906464
0.000 0.000 -0.125 2.250 -0.125 0.000 0.000 |-1.981 |-0.981149
0.000 0.000 0.000 -0.125 2.250 -0.125 0.000 |-1.830 | -0.906464
0.000 0.000 0.000 0.000 -0.125 2.250 -0.125|-1.401 |-0.693777
0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 -0.125 2.250 |-0.758 |-0.375470

0 N O 01 A W
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Para calcular la solucién en el segundo instante de tiempo, t = 1/ 8 empleamos el

operador (1). La matriz de coeficientes y el término independiente obtenido es:

Nodo 2 3 4 5 6 7 8 Tl [Solucién
2 |1.125 -0.063 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 {-0.35747|-0.354100
3 |-0.063 1.125 -0.063 0.000 0.000 0.000 0.000 |-0.66052| -0.654291
4 |0.000 -0.063 1.125 -0.063 0.000 0.000 0.000 |-0.86301|-0.854873
5 |0.000 0.000 -0.063 1.125 -0.063 0.000 0.000 |-0.93411| -0.925308
6 |0.000 0.000 0.000 -0.063 1.125 -0.063 0.000 [-0.86301| -0.854873
7 |0.000 0.000 0.000 0.000 -0.063 1.125 -0.063 |-0.66052| -0.654291
8 |0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 -0.063 1.125 |-0.35747|-0.354100

A partir de este paso, la matriz de coeficientes no cambia variando solamente el vector de
términos independientes. Dada esta caracteristica del sistema se produce un sustancial
ahorro computacional si se utiliza para resolver el sistema de ecuaciones un método como
el LU, ya que solo seria necesario factorizar la matriz una vez. Para avanzar en el proceso

de solucion solo es necesario actualizar el vector de términos independientes y hacer las
sustituciones.

Las soluciones para todos los valores de £X en el intervalo solicitado figuran en la
siguiente tabla. N6tese que se ha utilizado el mismo intervalo de tiempo a fin de comparar
ambas formas de resolver el problema. (Recordar que este método es incondicionalmente
estable y es posible utilizar un mayor At).

X

t=0

t=1/16

t=1/8

t=3/16

t=1/4

t=5/16

t= 3/8

t=7/16

t=1/2

© 00 N O O WON P |—

0.000
0.125
0.250
0.375
0.500
0.625
0.750
0.875
1.000

0.00000
-0.38268
-0.70711
-0.92388
-1.00000
-0.92388
-0.70711
-0.38268
0.00000

0.00000
-0.37547
-0.69378
-0.90646
-0.98115
-0.90646
-0.69378
-0.37547
0.00000

0.00000
-0.35410
-0.65429
-0.85487
-0.92531
-0.85487
-0.65429
-0.35410
0.00000

0.00000
-0.31938
-0.59014
-0.77105
-0.83458
-0.77105
-0.59014
-0.31938
0.00000

0.00000
-0.27262
-0.50373
-0.65816
-0.71239
-0.65816
-0.50373
-0.27262
0.00000

0.00000
-0.21558
-0.39834
-0.52046
-0.56334
-0.52046
-0.39834
-0.21558
0.00000

0.00000
-0.15041
-0.27793
-0.36313
-0.39305
-0.36313
-0.27793
-0.15041
0.00000

0.00000
-0.07958
-0.14704
-0.19211
-0.20794
-0.19211
-0.14704
-0.07958
0.00000

0.00000
-0.00574
-0.01060
-0.01385
-0.01500
-0.01385
-0.01060
-0.00574
0.00000

La representacién grafica de las soluciones obtenida mediante curvas u(x) a t = constante

es:
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Met. Implicito

—u—{=0
—e—{=1/16
—A—{=2/16
—w— t=3/16
—&—t=4/16
R —+—1=5/16
— —x— t=6/16
-1.0 1 Xl/ T t:me
— I — =846

T T T T T T i T y T T T T T T i
0.000 0.125 0.250 0.375 0.500 0.625 0.750 0.875 1.000

X

Aunque en dicha figura no puede apreciarse, de haberse continuado el calculo se veria
gue la solucién oscila alrededor de la posicion de equilibrio.

Cabe aclarar que es posible evaluar, a posteriori del proceso de solucién anterior,
variables derivadas sobre la funcion incégnita u (derivadas, integrales, transformaciones),
segun sea necesario.
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