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EL METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS

El método mas difundido de calculo de estructuras complejas es el METODO DE LOS ELEMENTOS
FINITOS (FEM*Y), su particularidad consiste en que una construccion que es un continuo, se cambia
por un analogo, que esta compuesto de pequefios cubos, de un namero finito de bloques -
ELEMENTOQOS, el comportamiento de los cuales es posible hallar a priori. La interaccion entre
elementos nos da la posibilidad de representar la cartina comun del sistema deformado.

FIGURA 1

En la figura 1 se representa una estructura compuesta de un panel y refuerzos longitudinales y
circulares

La construccion de la membrana puede ser formada de un conjunto de elementos simples; de
membranas cilindricas rectangulares 1, barra recta 2, barra curva 3. Las caracteristicas de cada de
estos elementos se determina a priori. En la figura se representa los puntos nodales A, B, C, D, por los
cuales los elementos se unen en un sistema comun. El estado tensional de tal construccion compleja
puede se determinado con ayuda de FEM

El método de los elementos finitos resuelve gran cantidad de problemas de resistencia, estabilidad y
dindmica de las construcciones. El se usa para el analisis de fenémenos no lineales, con su ayuda se
logra resolver problemas multidimencional complejos de optimizacién y otros.

La ventaja del método y su universalidad: las posibilidades de utilizar elementos de distintos tipos,
seleccionar una region arbitraria, simplicidad en asumir la construccion de elementos de alta
exactitud.

En la variante del método, que se desarrollara abajo — método de los desplazamientos, -durante la
unién de los elementos las exigencias de logran de las condiciones de contorno naturales no es
obligatorio.

Este muy conocido variante del MEF utiliza el principio de los desplazamientos virtuales

En forma matricial para un cuerpo de tres dimensiones se puede representar en la forma siguiente

L FINITE ELEMENT METHOD



UBALDO YANCACHAILLA TITO Pagina 2 20/07/2007

j j j {5e Ydxdydz = j j j Su Jdxdydz-+ j j Sujds

Esta misma ecuacion puede ser escrita de la siguiente manera
[[[ (se} {o}axayaz = [[[{suf {a}axdyaz+ [[ {su) {p}as (1)
Donde los vectores esfuerzo y deformacion son iguales
T
{0'} = {O‘XO'yO'ZZ'XTyTZ }
- f

{5}— ExEyErY xyYyz? 1x

Los vectores de fuerza volumétrica y superficial y el vector desplazamiento son los siguientes:

fa}={xvz}y’

{p}={p.p,p.} (3

{u)
La condicion de equilibrio (1) no depende de la propiedad del material y se cumple tanto en los

sistemas lineales y no lineales. Para cuerpos elastico- lineales, que tienen deformacion inicial, la
ecuacion fisica toma la siguiente forma

{o}=|Dl{e}—Dlte, } (4)

- Matriz de constantes de elasticidad

{uvw

D

{e,} - Vector de las deformaciones iniciales

El rol de las deformaciones iniciales juega, en particular la dilatacion por temperatura

Remplazando la ecuacién (4) en la ecuaciéon (1)

[[[{o2}" |Dl{e}dxdydz = [[[ ({e}" |Dlte, jdxdydz + {ou}T {q})dxdydz+ [ {au}" {p}ds (5)

Esta condicion se cumple tanto para un elemento separado, como para todo el sistema.

Zl [(se) |D|{8}dxdydz]i ) ZJH e} |Dl{e, Jaxdydz + {ou " {af)dxdydz+ [[{ou]’ {p}ds]i ©

Donde n es el nUmero de elementos

El método de los elementos finitos utiliza distintos procedimientos de los métodos variacionales. En la
variante del método que vemos, también en el método RELEI- RITZA, es necesario tener un campo
de desplazamientos, pero no en toda la region, a solamente en los limites del elemento. Los
desplazamientos se dan en forma de polinomio en grados de x, y, z
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uj=[A]ie} )
[A] - Matriz que depende de las coordenadas
{a} - Vector de coeficientes del polinomio de la funcién de desplazamiento

La cantidad de coeficientes depende coeficientes corresponde al numero de grados de libertad de los
elementos, y los coeficientes se relacionan con los desplazamientos nodales.

Si representamos los desplazamientos de los articulaciones (nodos) del elemento por {u }n

{uj=[ofu}, (8)
Utilizando las dependencias entre la deformacién y desplazamiento, reemplazando en la ecuacion

(8), obtenemos.
te}=[B]iu}; )

Donde:
o 0 O
OX
0 i 0
oy
0 O %
.
{U}n={u v W} [B]= Nl 0
oy Ox
g 9 9
oz oy
9 4 9
| 0z OX |

{o}=[DIBJu}, -[DRe. ) (10)
Veamos la parte derecha e izquierda de la ecuacion de equilibrio de (5). Después de remplazar el
vector deformacion (6) en la parte izquierda de la ecuacion (5) el sera representado a través de los
desplazamientos de los nodos y una integral que sera representado por el simbolo [K]

J]]{8e}" [Dleldxdydz = s{u}; [[[[B] [D]BJdxdydz{u}, = s{uf[K ul, (11)

Aqui la matriz [K] , que contiene la principal informacion sobre el comportamiento del sistema

deformado. El se llama matriz de rigidez del elemento y representa la principal caracteristica del
sistema en el FEM.

En la parte derecha de la ecuacion (5) las integrales de volumen y de superficie se pude representar de
la siguiente forma

1] (@) Xe, )+ fau)T {aplxdydz + [[{au)" {p)ds = s{u}; J[[[BT [Dle, Joxaydz +
+oluf] [[[[e] {adxdydz + sl [[lo] {pjds

(12)
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Con estas relaciones se determina el vector {F }aplicado a los nodos de las fuerzas externas

De este modo, considerando conocido la matriz [®],que relaciona los desplazamientos en cualquier
punto del elemento con los desplazamientos de los nodos (8) y la matriz [B] que corresponde a las

relaciones entre la deformacion y desplazamiento de los nudos del elemento por la formula (9) ,
determina la matriz de rigidez [K] y el vector de la fuerzas externas en los nodos {F }

J.” B[ [D]B]dxdydz (13)

F}= [[J18T [D)e, axdydz + [{[[] {a}axaydz + [[[] {plas (14)

Para cada elemento la condicidon de equilibrio ahora toma forma
[KRuf, = {F} (15)

Del mismo modo se llega a la relacion para todo el sistema. Pero en lugar del vector de
desplazamientos de los nodos {u}, y matriz de rigidez del elemento [K] seran la matriz de

n

desplazamientos de todo el sistema mny la matriz de rigidez se Ilama comun o global de todo el

sistema [K]
K4}, = F) (16)

Esta ecuacion representa el principal durante el calculo de estructuras por el método de los elementos
finitos. El nos permite hallar los desplazamientos, y utilizando la ecuacion (7) determinar el estado
tensional en cada elemento. El principal problema en el calculo de estructura por el MEF esta en hallar
la matriz de rigidez de los elementos, la matriz global de rigidez [K] , Y el vector de fuerzas en los

nodos {F}
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FIGURA 2

Ahora veamos en un ejemplo como determinar estas matrices y vectores. En la figura se representa un
elemento viga, flexionado por una carga distribuida transversal q(x)



UBALDO YANCACHAILLA TITO Pagina 5 20/07/2007

La posicién del elemento se determina por el vector
{u }n = {Wl 9w, S}T 17)
Que esta compuesto por dos desplazamientos, y dos angulos de giro

Suponemos, que el campo de desplazamientos en el elemento se escribe por un polinomio algebraico,
que tiene cuatro coeficientes

w=ll x 2 ¥ *2 [N

Considerando que la seccion x gira una angulo 9 = (:j_w , ¥ también, que durante x = 0 tenemos
X

w=w,;$%=39 ycuando x =1 tenemos w=w,; =9, encontramos el vector de los desplazamientos
nodales

u}, =[Cla} (18)
Donde
1 0 0 O
01 0 O
[C] = 11 12 1B
01 21 3°?

El vector de coeficientes {a}con los desplazamientos nodales se relaciona con la matriz inversa [C]™

la}=[C]"{u};

Reemplazando esta ecuacién en la formula (17), obtenemos

w=[Al[C]" {u}, =[@]{u}, (19)

De aqui se puede hallar la matriz [®]. Para el problema tratado este sera la matriz - fila

o152l (12t (522 ()]
| | I | | 1 (20)

El alargamiento relativo de la fibra, que se encuentra en una distancia z del eje neutral de la barra, se
determina por la ecuacion.

d’w

dx?

eE=—-1

Teniendo en consideracion la ecuacion (19), obtenemos
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e=-29 (o]},

Ahora hallemos la matriz [B], para el cual necesitamos diferenciar dos veces cada componente de la
ecuaciones (20) y el resultado multiplicar por -z

[B]=z%[®]=—2[%(—6+127)() %(—4+6|5j %(6—12?} %(—2+6|5H

Ahora con ayuda de la ecuacion (16) se logra determinar la matriz de rigidez de los elementos de la
barra, el modulo de elasticidad y el momento de inercia del cual en los limites del elemento no

cambia. ) (6 _12%%

"
el

Multiplicamos ambas matrices y realizamos la integracion, obtenemos la expresion final para la matriz
de rigidez del elemento barra.

Aeal) i) plooel) e

1

O ey

12 6l -12 6l

EJ 4% -6l 217
Kl==—2 21
[ ] I3 12 -6l (21)
sim 412

La matriz obtenida relaciona el vector de las fuerzas nodales, que esta compuesto de cuatro
componentes (figura 2)

{F}: {Fl M, F, Mz}T
Con el vector desplazamiento {u}n , la matriz simétrica (21) es por la condicion de trabajo de
interaccion de la teoria de la elasticidad

Determinamos el vector de las fuerzas nodales para la viga. Para el elemento sometido (figura 2) las

fuerzas nodales se determinan con las ecuaciones (14). Para el problema tratado el tiene la forma
|

F}= @] a(x)dx

0

O en su forma completa
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La integracion de cada elemento de la matriz en la ultima ecuacion g(x) = g, que no cambian en los
limites del elemento , permite hallar para el elemento del vector de las fuerzas nodales.

_jad® gt _al®
{F}_{z 12 2 12} )

Estas fuerzas nodales se cambian por una carga distribuida, que acttian en la viga.

a)

NN

RN

FIGURA 3

En el caso tratado, cuando el problema sobre la flexion transversal de la viga se resuelve con ayuda de
FEM, y toda su longitud — con un elemento finito.
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Para la viga en voladizo de longitud L=1, (figura 3) la carga g se cambia por F, :%I y momento

12 . : . .
M, = —(1—2. Para este sistema equivalente con las condiciones de empotramiento del extremo

izquierdo de los desplazamientos pueden ser determinadas de las ecuaciones.

F 12 6l —-12 6l (0
v LB 4 -8 2o
/é o 12 —6l||w,
-ql 2

/ﬁ a2 |l g

Los desplazamientos y el angulo de giro del extremo de la barra sera igual

4
W, = al

8EJ

_ g

> BEJ

Expresiones exactas para los desplazamientos y el &ngulo de giro de cualquier punto tiene la forma

4 4 3 2
W= al )(—4—4)(—3+6X—2
24EJ \ | I I

3 3 2
g_d (73_372+3|Xj

Para el nodo del punto x =1 los desplazamientos y el angulo de giro, que se determinan por el método
de los elemento finitos, dan valores exactos.

En la figura 3 b, se muestran los valores exactos y aproximados del FEM ( con lineas verticales
delgadas ) el diagrama de los momentos flectores M (x) y las fuerzas cortantes Q(x) para la viga . de
los gréficos se ve , que ellos se diferencian sustancialmente cuando encontramos la solucion
solamente par un elemento .

Cuando discretizamos la viga en muchos elementos la diferencia en el diagrama claramente debera ser
menor.

Veamos la misma viga, pero compuesto de dos elementos (figura 4). La longitud de cada elemento
I=L/2, el vector comun de desplazamiento y el vector de fuerza tiene la forma

{H}: {Wl l91 W, l92 W; ‘93 }T
{F}:{Fl M, F, M, F M3}T
los componentes del vector {F}, es igual.

2770 T12

Formamos la matriz de rigidez de todo el sistema.
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12 6l -12 6l
6l 4l° —ol 212
EJ|-12 -6l 12+12 -o6l+61 -12 ol
[K]: 3 2 2 2 2
| 6l 21° -—o6l+6l 4l-+41© -6l 2l
-12 —6l 12 -6l
6l 21° -6l 41° ]

El es la suma de dos partes , cada uno de los cuales corresponde a la expresion (21), mezclados
relativo uno al otro en dos filas y dos columnas . los vectores de desplazamientos y de fuerzas de todo

el sistema , que relaciona la matriz de rigidez {R} son los siguientes.

ih=bow 9 w af

F}:{Fl M, o o 9 —q'712}T

La solucion de las ecuaciones dan valores exactos para los desplazamientos de los nodos w,, $,, w;,,
9, El diagrama de momentos y fuerzas cortantes mostrados en la figura 5, muestra , que en esta

variante de calculo determinado por FEM las fuerzas y momentos se aproximen a los exactos.
Obviamente, que las fuerzas y desplazamientos serdn més exactos si aumentamos el nimero de
elementos.

AR
2l E

.
pall
U |

FIGURA 4
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FIGURA 5

Existen muchas variantes del método de los elementos finitos. el que tratamos es el mas difundido , es
raro que se utilice el procedimiento de garlekin . El es particularmente efectivo durante el calculo
donde es dificil escribir ecuaciones para la energia potencial completa.

Veamos las particularidades de utilizacion del método en el ejemplo de la flexion transversal de la
viga. La ecuacidn diferencial de la ecuacion de flexién de la viga de rigidez constante tiene la forma
constante, tiene la forma
w” — ax) _ 0

EJ
En el tratado vectorial, el vector de los desplazamiento nodales , debe tener grado ocho , por cuanto en
cada extremo del elemento en calidad de grados de libertad es necesario considerar no solamente los
desplazamientos y angulos de giro si no ademas los momentos flectores y fuerzas cortantes . y como
el angulo de giro corresponde a la primera derivada w del desplazamiento , y el momento y la fuerza
cortante es proporcional a la segunda y tercera derivada , el vector {u }n representamos en la forma.

Wo=tw wow W ow, owowowf
Entonces los desplazamientos en los limites del elemento se representan por el polinomio de grado
siete

w=ll x ¥  x*  x* X fo}=[Ala)
Donde el vector de coeficientes

{a}:{al G, O3 04 OG5 O Oy as}T

Cuando x =0y x = | el desplazamiento w y las derivadas de el son iguales a las componentes nodales
del vector {u},

"

X=0;W=w; W=w; W=w;w=w
- Y.
=W, ; W =W,

! !

X=1;w=w,; W=w,; w

" u
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De aqui se forma la relacion entre el vector de los desplazamientos nodales y vector de coeficientes

donde [C]

10 0 O 0 0 0 0 |
01 0 O 0 0 0 0
00 2 O 0 0 0 0

[C]z 0 0 0 6 0 0 0 0
o111 P 14 1° N I’
0 1 21 3> 4°* 5* o6l° 71°
0 0 2 6 1217 201° 301* 421°
00 0 6 241 6012 120° 2101

El desplazamiento de cualquier punto del elemento, expresado a través del desplazamiento y sus
derivadas en los nodos, ahora tendréa la forma.

w=[A][C]*{u}, =[o]{u},
Reemplazando estas ecuaciones en la ecuacion de equilibrio y teniendo en cuenta que la funcion
potencial seleccionada en el caso general no representa su solucion, obtenemos la funcion de error.
Rn = [(D]IV {u}n _qé‘)]()
De acuerdo al método de garlekin la funcion error debe sujetarse a la ecuacion ................. En la
variante FEM el corresponde a la siguiente dependencia.

0
MJ.[CD] {u},R,dx=0

De aqui se puede construir la matriz de rigidez y el vector de las fuerzas externas del elemento.

El método de garlekin en la formulacion del elemento finito, da buenos resultado para las fuerzas y
desplazamientos aun cuando tenemos pocos elementos, en la cual se divide el sistema deformado . Por
eso el aparente tedioso de los calculos con relacion con el método, que se basa en el principio de
desplazamientos virtuales, puede ser compensado por su gran exactitud, en particular para determinar
las fuerzas internas.

El tratado ejemplo de utilizacion del FEM, tiene ante todo sentido metodoldgico. Las posibilidades
practicas del método es muy amplio. El se utiliza para resolver gran cantidad de problemas complejos.
Pero los principios principales del método, y su secuencia de calculo, pueden ser asimilados en los
ejemplos simples tratados.



