Elaborado por: Lic. Eleazar J. Garcia
Republica Bolivariana de Venezuela. Tinaco.- Estadgdes

Teoria de Conjuntos y Funciones

Este capitulo comienza con el estudio de las nesiale la teoria de conjuntos y
esta destinado a exponer temas basicos, que igaratil en desarrollos posteriores y que
seran fundamentales para comprender lo expuestibosn

Estudiaremos las operaciones: inclusion, inter@eccliferencia de conjuntos, etc.,
y luego extenderemos esos conceptos al conjuntmd@umeros reales donde dichas
operaciones son una herramienta imprescindibla palcular el dominio de funciones
reales de una variable real.

1.1. Conjunto.

La nocion deconjunto la aceptamos como sindénimo de las nociones usdales
coleccion, agrupacion de objetos, etc. Los objdsin conjunto se llaman: miembros o
elementos, sin embargo, de éstos dos términoselsao esélemento”.

Cuando nos referimos a los objetos que componearorjuntoA, entonces usamos
la palabraelementosdel conjuntcA.

1.2. PertenencialLo necesario para dar un conjunto es conocerlsuseatos. Estas dos
palabras:conjunto y elementq estan relacionadas por [sertenencia 0 no de un
determinado objeto a un determinamjunto.

Las palabrasonjunto y elementoson precisadas por las siguientes reglas:

a) Un conjuntoX esta bien definido cuando se dispone de un crifara afirmar
que cualquier objeta, pertenece al conjun o si no pertenece al conjuno Si el objeto
a pertenece al conjun® se usa el simbolo de pertenendid ‘escribiendcallX, el cual se
lee“a pertenece X” 0“aes un elemento d¢’ . Si el objetca no pertenece al conjunko
se usa el simbolo de no pertenencid, “asi escribimogallX, el cual se leéa no pertenece
aX” 0“ano es elemento d¢’.

b) Un objeto no puede ser a la vez un conjuntm glemento de ese conjunto, es
decir, no es aceptado que pueda sucader

1.3. Formas de expresar logonjuntos: Los conjuntos pueden ser expresados de las
siguientes formas:

1.3.1. Por extension Cuando se nhombran todos y cada uno de sus elementos
Ejemplosl.1.
A={aeio
B={0,1,2,3,4,b
{-3,-2-1,01,2,3,4f
{-4,-2,0,,2,4,p
={Venezuela Colombja Ecuador Bolivia Ppr

C
D
E
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1.3.2. Por comprensiénCuando se indica una propiedad que caracteriass alsmentos.
Ejemplos 1.2.

A= {Las vocales}

B={xON/0< x<§

C={x0z/-3< x<5

D={x0Z/ -4< x< 60 x es un multiplo3
E ={ Paises libertados por Simén Bolija

Como podemos observar en los ejemplos 1.1, se naombs todos elementos de
cada conjunto, mientras que en los ejemplos 1.ixdied la caracteristica comin a los
elementos de cada conjunto.

1.4. Ejercicios propuestos
Exprese los siguientes conjuntos por comprension:

1) A={-5,-1-2-4-3,0,4,1,3)
2) B={-1,0,1,2,3,4,5,6,7)

3) C={2,4,6,8,10,1p

4) D={3,6,9,12,15,18,3:

5) E={4,8,12,16,20,24, %

Exprese los siguientes conjuntos por extension:
6) A={x0Z/-8< x<-3

7) B={x0Z/-2< x<13

8) C={x/x es parl9< x 2¢

9) D ={x/x es mdltiplo d8 O 6< x 3}
10)E ={x0ON/3< x<14

Los conjuntos pueden ser vinculados entre si medialaciones, las cuales pueden
generar otros conjuntos. Consideramos en primearluga relaciébn entre conjuntos
llamada inclusion.

1.5. Inclusién: SeanA y B dos conjuntos. El conjunt# esta incluido en el conjun® si
se verificaque cada elemento depertenece 8. Esto se indica de la manera siguiente
Al B, que se led es un subconjunto d&

AlOB < Uxd A= X1 B

Veamos esta relacion representada en un diagragital sa
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AL B
C~ °

Ejemplo 1.3.

SiIA={0, 3,4,1} y B={0,1, 2, 3, 4}, como cada elemento del conjuiites
elemento de B, entoncéd] B. Como todos los elementos Aepertenecen &, se dice,
gueA esta estrictamente incluido Bn

El conjunto vacio, denotado p@r (conjunto que carece de elementos) es subconjunto
de cualquier conjunto, es de€i’, [0 O Ay todo conjuntdA es subconjunto de si mismo,

esto es[IA Al A
Si un conjuntA no es un subconjunto de o8 se indica de la manera siguiente:
A0 B. Por ejemplo,C={-3,6,8,19 no es un subconjunto d® ={-3,6,8,10 puesto
que,190D, lo que se expresa asi:[1 D.

Otras relaciones entre conjuntos son las denomaohion e interseccion de
conjuntos, las cuales conoceremos a continuacion.

1.6. Unidn: SeanA y B dos conjuntos. La unién dey B es el conjunto formado por los
elementos dé o deB o de ambos conjuntos. Se le desigkld B, que se le@ unionB.

AUB={x/ xO A0 >0 B

AuB

Ejemplo 1.4.
SiA={0,1, 2, 3,4 yB={3, 4,5, 6, 7, 8}, entonceU B={0,1,2,3,4,5,6,7)8
Es de notar que los elementos AlE) B pertenecen al conjun#® o pertenecen al conjunto

B 0 a ambos si los conjuntdsy B no son disjuntds Si los conjunto®\ y B son disjuntos,
entonces los elementos @€ J B pertenecen al conjuntd o alB, pero no a ambos, como

! Dos conjuntoA y B son disjuntos si no tienen elementos comuneseas, d\() B =[0.
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es el caso de la unién de los conjunt6s={a,b,cdy D={e f,g,hi }, donde
evidentemente cada elemento@eg) D :{a, bcdefghi }1 pertenece al conjunto o
alD.

1.7. Interseccién SeanA y B dos conjuntos. La interseccion éey B es el conjunto
formado por los elementos comunes a ambos conjuieoke designaA() B, que se led

intersecciorB.
ANB={x/ x0 A XJ B

Ejemplo 1.5.

SiA={0,1,23 4 y B={3, 4,5, 6,7, 8}, entonces\B={3,4 . Como
podemos evidenciar los elementosAlg B, pertenecen a ambos conjuntos.

La interseccion de dos conjuntos disjuntoglescomo es el caso de los conjuntos
z'={1,2,3,4;-}y 2 ={,-4-3~2~1 paraloscualeg NZ" =0.

1.8. Diferencia: SearAy B dos conjuntos tales qug[] A La diferencia d& menosB (0
complemento d& en A) es el conjunto formado por los elementof\dpie no pertenecen
aB.

C.B=A-B={x xJ A0 X1 B

A

Ejemplo 1.6.
si A={abcd y B={ad, entonces:C,B=A-B={h d. Como podemos

observar los elementos del conjur@q B son los elementos deque no son elementos de
B.
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El complemento dé] en cualquier conjuntd esA, es decir,CAD = A Ademas,
C,A=0.

1.9. Diferencia simétrica SeanA y B dos conjuntos tales qua() B# [. La diferencia
simétrica deA y B es el conjunto formado por los elementog &) B) -( AN B).

AAB=(A-BU(B- A

AADB

1.10. Ejercicios propuestos.
Hallar la union, la interseccion y el complemertdel (orimer conjunto respecto al segundo)

1) A={-8-2-4,0,57y B={15-4,11- 2- 3,4,5; 8,0}’
2) c={0,1,2,34yN

3) 0 yE={5236,87F
4) 7'y Z

1.11. Cota superior de un conjuntok es una cota superior de un conju@tde nimeros
reales, si y solo sk es un nimero que no es superado por ningun elemdehtonjunto.

k es cota superior d@ = OxOC= x< k

Sik es cota superior del conjun®) entonces, cualquier nimero real mayor
quek es cota superior de.

El conjunto de los nimeros reales negafivis estad acotado superiormente, ya
que, cualquier nimero no negafis una cota superior de dicho conjunto. Es de gita
si un conjunto tiene una cota superior, tiene it#8 cotas superiores. En el ejemplo
anterior, el nUmero O es una cota superior, pugsto cualquier nUmero negativo es menor
que 0, ademas, cualquier nimero mayor que 0 esalaauperior par& .

El conjunto de los numeros reales no estd acosag@riormente, pues, para
cualquier namero re&l siempre existe otro niamero reat k.

2 El conjunto de los nimeros reales negativos &smado por los nimeros reales menores que cero.
% El conjunto de los nimeros reales no negativad &smado por el cero y los nimeros reales mayques
cero.
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1.12. Extremo superior 0 supremps es un extremo superior de un conju@ode
nameros reales, siy solo si:

1) ses una cota superior @gy
2) Sikes una cota superior @ entonces < k.

“Un extremo superior o supremo de un conjunto C démeros reales es la menor
de las cotas superiores”.

Para el conjunt® , O es el extremo superior, ya que, el 0 es la mewta superior
de dicho conjunto.

El extremo superior de un conjunto acotado supegate puede pertenecer o no al
conjunto.

En el caso del conjuni®, formado por los nimeros reales negativos, eemar
superior 0 no pertenece al conjunto.

Ahora, si consideramos el conjunto de los nimezakes no positivdsel extremo
superior también es 0, pero, en éste caso el &rmae al conjunto.

Si consideramos los conjuntos siguientes:
A={x/ xOR 02< x<§

B={x/xOR 02< x<§

Ambos conjuntos estan acotados superiormentextedmo superior para ambos es
el nimero 5, per&J A y en cambio50B.

1.13. Cota inferior de un conjunto: h es cota inferior de un conjun@®de nimeros reales
si y s6lo si es un numero real que no supera alnietgmento d€.

h es cota inferiord€ < xOC= x= h

Sih es cota inferior del conjuntd, entonces, cualquier nimero real menortyae
cota inferior deC.

El conjunto de los nimeros reales positit0s esta acotado inferiormente, pues 0
y todos los numeros reales menores que 0 sonioftaeres deR ™.

1.14. Extremo inferior o infimo: r es un extremo inferior de un conjur@o de nimeros
reales si y solo si:

1) r es una cota inferior dg, y
2) Sihes unainferior d€, entonceh <r.

“Un extremo inferior de un C de nimeros reales @srhayor de las cotas inferiores”.
Un extremo inferior puede pertenecer o no al adoju

“ El conjunto de los nimeros reales no positivoglesonjunto formado por el cero y los nimeros ale
menores gue cero.
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El extremo inferior del conjunt®” es 0, pues el 0 es la mayor de las cotas
inferiores deR ™.

Consideremos los conjuntos:
A={x/ xOR O x>0}

B={x/xORDO x= 0}

El conjuntoA esta acotado inferiormente pues 0 y todos los rasreales menores
que 0 son cotas inferiores de El nimero 0 es el extremo inferior ée el conjuntoB
también esta acotado inferiormente y tiene comesd al numero 0.

1.15. Conjunto mayorante El conjunto mayorante de un conjurde es el conjunto
formado por todas las cotas superioresde

1.16. Conjunto minorante EI conjunto minorante de un conjunfy es el conjunto
formado por todas las cotas inferioresAde

“Un conjunto esté acotado si y solo si admite cstgerior y cota inferior”.

Ejemplos 1.7.
1) Consideremos el conjunidy={ x/ xOR00< x<5

Algunas de las cotas inferiores deson: 0, -1;3, -7, etc., el infimo deA es el
namero 0. Algunas de las cotas superioreéden: 5, 102, etc. El supremo da es el
namero 5.

Ahora, com@A admite cotas inferiores y cotas superiores, ee®as un conjunto
acotado.

Ademads, el conjunto mayorante dees el conjunto{x/ xOR Ox= 5} y, El
conjunto minorante da es el conjuntd x/ xOR 0 x< 0} .

2) El conjuntoR es no acotado. No admite cotas inferiores ni sapesi

3) Los conjuntosR™ y R" son no acotados, pues el conjuRtono admite cotas
inferiores y el conjuntdR ™ no admite cotas superiores.

La geometria analitica establece una corresporaentre los puntos de una recta y
los nimeros reales, esto es, a cada punto detéaleecorresponde un Unico namero real y
a cada numero real le corresponde un punto Unida escta. Esta correspondencia entre
los puntos de una recta y los numeros reales thaclii interpretacion de muchas
demostraciones y es un gran auxiliar para su irge@on.

Gréaficamente, para representar una recta se indiganto origen que corresponde
al 0 y otro punto a su derecha para representér ebn lo cual queda establecida una
escala. La relacion de orden definidalRse interpreta geométricamente considerando que
sib>a el puntob esta a la derecha del pusto

Por la correspondencia entre los niumeros red@secta, ésta recibe el nombre de
recta real. Seguidamente se muestra dicha recta.
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Recta real

En la recta real se verifica gle> -3, puesto que 0 esta a la derecha-8e

A continuacion consideramos otras definicionedesiti relacionadas con los
intervalos los cuales son subconjuntos de la recta real.

1.17. Intervalos.
Seaa<b, acR A beR

1.17.1. El intervalo cerrado[a; b], es el conjunto de niumeros reales formadogpdry
todos los comprendidos entre ambos.

[ab]={x/ xORO a< x< b

hDDDDDD; I e B N N
b

La longitud del intervalod; b] es el nimero positivb —a.

1.17.2. El intervalo abierto(a; b), es el conjunto de nimeros reales comprendidioe &n
y b.

(a;b)={x/ xORO a< x< B

~O000ddfdoe o[l —0 000 -
a b

La longitud del intervalog; b) es también el nimero positibe-a.

1.17.3. El intervalo semiabierto a la izquierda o semicado a la derechda; b], es el
conjunto de numeros reales formado Ipgrlos nimeros comprendidos erdrg b.

(a;b] ={x/ xORO a< x< B

HDDDDDD; O—0o0ob -
b

1.17.4. El intervalo semicerrado a la izquierda o semialiera la derechda; b), es el
conjunto de numeros reales formado @grlos niumeros comprendidos erdrg b.

[ab)={x xORO a< x< B
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HUUUUUU; ol —0 000 -
b

Las definiciones anteriores se pueden generatiaasiderando la semirrecta y la
recta como intervalos no acotados, lo que se exprékzando los simbolos & y - oo.
Estos simbolos deben ser considerados con espeiation, recordando que se usan
solamente por conveniencia de notacién y nunca gomeros reales.

1.17.5. El intervalo [a; + «), es el conjunto de numeros reales formado ggr los
ndmeros mayores quae

[a,+00) ={x/ xXOR O x= 3

DDDDDD; U—0000 - +o

1.17.6. El intervalo (b; + «), es el conjunto de nimeros reales mayoresque
(b;+e0) ={x/ xOR O x> §

DDDDDDB U—0000 - +o

1.17.7. El intervalo (- «; c], es el conjunto de numeros reales formadocppitodos los
ndmeros menores que

(—oo;c] ={x/ xOR O x< ¢

-0 QOO0 0nN g—0ooo-

Cc

1.17.8. El intervalo (- «; d), es el conjunto de niumeros reales menoresique
(—o0;d) ={x/ xORO x< d

-0 QU0 n o[l —000O0=-
d

La union y la interseccién de conjuntos son operes que pueden realizarse dados
dos o mas intervalos; las operaciones antes medagnson de gran utilidad en la
determinacién del dominio de funciones reales devamniable real.

1.18. Entorno.
Sia es un punto cualquiera de la recta redlyn namero positivo, un entorno de
centroa y radioh es el intervalo abiert@( h; a + h). Se le designa BE(h).

E@ h)={x/a-h<x <a+h}
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6
E@ h) = {x/|x—a| <h}

HDDDDD%gh ac_J_]h——DDDDﬁ

a

1.19. Entorno reducido.

Si a es un punto cualquiera de la recta réab\0, el entorno reducido de centro a y
radioh es el conjunto de puntos del intervalo abieate- (1 a + h) del cual se excluye el
punto a. Se le designa g;(h).

E'(a h)={x/xzala- h< x< ar h
0

E'(a, h) ={x/0<|x-a|<h}

HDDDDD%gh e av_pﬁ—DDDDH

Un entorno reducido es la unién de los intervdlas hy a) y (a;a+ h), por lo tanto,
podemos considerar E'fx/ xOR Ox0(a-h dU( a a B}

1.20. Punto de Acumulacion.

Si C es un conjunto de puntos de la recta real, unopues punto de acumulacion
de C si a todo entorno reducido @epertenece por lo menos un puntoG@leEl puntoa
puede pertenecer o0 no al conju@opero la definicibn exige que en cualquier entatab
punto exista por lo menos un puntoGldistinto dea.

Ejemplos 1.8.

1) Si el conjuntaC es un intervalo cerrado, todos sus puntos socutewacion.
2) Si el conjuntoC es un intervalo abierto, todos sus puntos soncdenalacion y
también los extremos son puntos de acumulaciénusung pertenecen al conjunto.
3) El conjuntdN de los niumeros naturales no tiene puntos de acuidnlaSia es
cualquier numero natural, basta considerar urreot reducido de centiy radioh < 1
y a ese entorno reducido no pertenece ningun nunatooal.

1.21. Conjunto Derivado.

El conjunto formado por todos los puntos de acawgiah de un conjunt@ es el
conjunto derivado d€ y se designg&’.

De acuerdo a los ejemplos anteriores:

1) SiC=[a;b] = C =[ab]
2) SiC=(@b) = C=[ab]
3) SiC=N = C=0

4) SiC=[a;b) = C' =]a; b

10
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1.22. Teorema 1.1.
Si a es un punto de acumulacién del conju@oentonces, cualquier entorno del
puntoa tiene infinitos puntos de€.

Ejemplo 1.9.
SeaA={x/ xOR O x>5}, el entorno reducid¢5-10°;5U( 5,5+ 10°) de centro

5 y radidl0”, contiene infinitos puntos d&, ya que, todos los puntos en el intervalo
(5;5+ 105) pertenecen al conjunta

1.23. Teorema 1.2 (de Bolzano-Weierstrass)
Si un conjunto infinito esta acotado, entonceshaliconjunto tiene por lo menos un
punto de acumulacion.

Ejemplos 1.10.
1) El conjuntoB :{ x/ xXOR O2< x< 6} es un conjunto acotado y todos los puntos

en el intervald £;6 | son puntos de acumulacion Be
2) Sea el conjunt€ ={x/ xXORO-77< x< 7} . C es un conjunto acotado y tiene
infinitos puntos de acumulacion, dichos puntoslesrdel intervald -7z, 7] .

1.24. Ejercicios propuestos

Representar gréficamente los siguientes conjudeosiimeros reales. Hallar el
maximo, minimo, conjunto mayorante y el conjuntoonante en cada caso, si existen.

1) A={x/ xORDO| xk 3
2) B={x/ xORO| xk §
3) C={x/ xORO| xp 4
4) D={x/xORO| x-2k 19
5) E={x/ xORO(xJ(-13)0 x= 7}
6) F ={x/xOR O(x0(0;6] 0 x= 8}
1.25. Conjunto cerrado.
Un conjunto al cual pertenecen todos sus puntoswadenulacion se denomina
cerrado. Es decir, un conjunto es cerrado, si § sille pertenecen todos sus puntos de

acumulacion.
C es cerrado= (apunto de acumulacion d&@ = a [IC)

Ejemplos 1.11.

11
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1) El conjuntoR de los numeros reales es cerrado pues le pertetedes sus
puntos de acumulacion los cuales son los nimeateste

2) Un intervalo cerrado como su hombre lo inédisain conjunto cerrado.

Ademads, cualquier conjunto que no tiene punto demalacion es un conjunto
cerrado.

En efecto, se@ un conjunto que no tiene punto de acumulaciéra BaeC sea un
conjunto cerrado debe ser verdadera la siguiergioacion:

“Si a es un punto de acumulacion@geentonces pertenece &”

Pero hemos supuesto que el conju@tmo tiene puntos de acumulacion, por lo
tanto, el antecedente de dicha implicacion es falasi la implicacién es verdadera, pues
cualquier implicacién con antecedente falso esadsth.

Los conjuntosN y Z son conjuntos cerrados, pues ellos no tienen pud#o
acumulaciéon. El conjuntdJ :{x/xDZDx:S} es un conjunto cerrado, pues no tiene
puntos de acumulacion.

Un conjunto no es cerrado, si y solo si, tienegpunto de acumulacion que no le
pertenece.

Cnoescerrado- [Ja/ (aes punto de acumulacion@ée] allC
Ejemplos 1.12.

El conjunto Q@ de los numeros racionales no es cerrado pues Wu®spde

acumulaciéon son los numeros reales y de estosUlo®nos irracionales no pertenecen al
conjunto@.

El conjuntoA:{ x/ xOR O6< x< 1]} no es cerrado, ya que, el 6 es un punto de
acumulacién dé y no pertenece a ese conjunto. Ademas, cualquenvialo abierto es un
conjunto abierto. En general, los interva(@sb),(-; b),( g+o),[ a b ¥ a b, cona<b,
a, b OR no son conjuntos cerrados.

1.26. Teorema 1.3
La interseccion de dos conjuntos cerrados es njuietm cerrado.

Ejemplos 1.13.
1) Considerando los conjunto cerraddsy Z, entonces N(1Z =N lo verifica
que la interseccion de éstos dos conjuntos cereglas conjunto cerrado.

2) Dados los conjunto#={x/ xORO-5< x<1G y B={x/xORO5< x<13,
luego, ANB={x/ xORO5< x<1G el cual es un conjunto cerrado.

® La légica proposicional asegura que el valor dedag de la implicacion de una proposicién cuyo
antecedente es falso es verdadero.

12
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1.27. Teorema 1.4
La union de dos conjuntos cerrados es un congari@ado.

Ejemplos 1.14.
1) Launién de los conjuntos cerraddsy Z es un conjunto cerrado, en
efecto,NUZ =7Z y Z es un conjunto cerrado.

2) Sean los conjuntosA={x/xORO2< x<9 y B={x/xORO5< x<1},
entonces AUB={ x/ xORO2< x<13} el cual es un conjunto cerrado
3) La unién de los conjuntoRy O es un conjunto cerrado pudJ0 =R y R

es cerrado.
4) Dados los conjunto€ ={x/ XORO-3< x< 7 y D={x/xOR08< x<10¢,

entoncesCUD ={x/ xOR O (-3< x< 7 O 8< x< 10}

Una consecuencia del teorema 1.4 es: “la unidbdadeintervalos cerrados es un
conjunto cerrado”. Mas aun, la uniébn de mas deidt@svalos cerrados es un conjunto
cerrado. En efecto, los conjuntdsy B del los ejemplos anteriores se pueden expresar en

natacion de intervalo de las siguientes manerA$[§;9] y B:[5;1]], entonces,
AUB=[2;9]U[5;1]=[2 ;1] y éste tltimo es un conjunto cerrado.

1.28. Conjunto compacto.
Un conjunto es compacto, siy sélo si, es un gunjgerrado y acotado.

Ejemplos 1.15.
1) El intervalo [O;%] €S un conjunto compacto, pues es un conjunto dmerya
acotado.
2) ElconjuntoR de los nUmeros reales no es compacto, porquesta@eotado.

3) El conjunto Nde los numeros naturales no es compacto por la aniazon
gue el ejemplo anterior.

4) EIl conjuntoU :{x/xDZDx: —7} €s un conjunto compacto, ya que, es un
conjunto cerrado y acotado.

1.29. Conjunto denso en si.
Un conjunto es denso en si, si y so6lo si, todegpsmtos son de acumulacion.

Ejemplos 1.16.
1) Como todos los puntos del conjun® son puntos de acumulacionR es
denso en si.
2) El conjuntoQ de los numeros racionales es denso en si, pues $o8 puntos
son de acumulacion.
3) Los conjuntosN y Z no son conjuntos denso en si, porque, ningunausge s
puntos son de acumulacion.

1.30. Conjunto perfecto.

13
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Un conjunto es perfecto, si y sélo si, es cernadienso en si. Si un conjunto es
igual a su conjunto derivado, entonces, es un atmjoerfecto.

Ejemplos 1.17.
1) ElconjuntoR es perfecto pueR’' =R.

2) Cualquier intervalo cerrado es un conjunto perfectes[a; b|' = & .
3) El conjunto@Q no es perfecto, pues es denso en si pero no cerrad

1.31. Punto interior. Un puntoal]C, es un punto interior dg, si y sélo si, existe un
entorno dea totalmente incluido e@.

Ejemplos 1.18.
1) Con respecto al conjunt@, cualquier nimero real es interiofRa

2) Un numero racional no es interior @, porque, todo entorno de un namero
racional contiene nimeros irracionales que no pecen aQ.

1.32. Conjunto abierto.
Un conjuntoC es abierto, si y solo si, todos sus puntos samiares.

Ejemplos 1.19.

1) ElconjuntoR es abierto pues todos sus puntos son interiores.

2) El intervalo abierto(—g;l) es un conjunto abierto, porque, todos los punéos d
dicho intervalo son interiores. Recuerde que laserds—2 y 1 no pertenecen
al conjunto.

3) El intervalo [4;7) no es abierto, ya que, cualquier entorno de 4 std e

totalmente incluido efi4; 7).

Es de observar que el conjurifo de los nimeros reales es un conjunto abierto y
cerrado. Igualmente el conjunto vadib es un conjunto abierto y cerrado. Los intervalos

[a;b) y (a;b] no son conjuntos ni abiertos ni cerrados.

1.33. Teorema 1.5
La union de dos conjuntos abiertos es un conjabterto.

Ejemplos 1.20.
1) Sean los conjuntoR y . EntoncesRUO =R y R es un conjunto abierto.

2) Consideremos los intervalo&;4) y (3;7), luego,(2;4)U(3;7)=(2;7 y éste
altimo es un conjunto abierto.

14
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1.34. Teorema 1.6
Si un conjunto es abierto, su complemento esderra

Ejemplos 1.21.
1) El intervalo (—3;6) es un conjunto abierto, porque, su complemento es
(—oo;—%]U[G;+oo)el cual es un conjunto cerrado pues todos sus Puido

acumulacion le pertenecen.

2) El conjunto R es abierto pues su complementelésy éste es un conjunto
cerrado.

3) El conjunto I es abierto pues su complementoResel cual es un conjunto
cerrado.

1.35. Punto aisladoUn puntoa, que pertenece a un conjuri@pes un punto aislado, si y
solo si, existe un entorno reducidoajel cual no pertenece ningun punto del conj@to

Ejemplos 1.22.
1) Todos los numeros naturales son puntos aisladesaamjuntoN.
2) Los numeros enteros son puntos aislados en elmorji

3) En el conjuntoC ={ x/ xOR O(x>40 x=2)} ,2 es un punto aislado.
4) En el conjuntoD ={x/x0OZ O(x=-10 x=3)} ,-1 y 3 son puntos aislados.

1.36. Punto adherenteUn puntoa es un punto adherente al conjudpsi y solo si, a
cualquier entorno da pertenece por lo menos un puntocGle

Hay que destacar que si un punto pertenece almmonjaunque éste sea aislado, es
un punto adherente; la definicidon solamente exige en todo entorno haya un punto del
conjunto que puede ser el centro del mismo.

1.37. Adherencia La adherencia de un conjun@ es el conjunto formado por todos los
puntos de adherenciaay se design& .

Ejemplos 1.23.
1) Consideremos el conjuntd:z{x/ xOR[O2< x<9} .Todos los puntos del

intervalo cerrado[2;9] son puntos adherentes al conjuAtopor lo tanto, se
tiene que:C ={x/ xOR02< x< @ .
2)  Seael conjunt® ={x/ xOR 0(3< x< 70 x= 0} . En este cas® = B.

1.38. Punto exterior Un puntoa es exterior a un conjuntg, si y sélo si, existe un
entorno del mismo al cual no pertenece ningun pdekaonjuntaC.

Ejemplos 1.24.
1) El punto-3 es exterior al conjunto de los nimeros realediposi
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2) El punto 0 es exterior al segmerited;-2).

3) Consideremos el conjunt® :{x/xD]R 03< x< 2(} . Los puntos -10, -5, -1,

0, 21, 50, son exterioreda
1.39. Punto frontera: Un puntoa es punto frontera del conjun@ si y solo si, en todo
entorno del punta hay algun punto que pertenece al conjudtp hay algin punto
que pertenece a su complemento.

Ejemplos 1.25.
1) EIl O es frontera para el conjunto de los nUmera#tigos y también es frontera
para el conjunto de los nimeros negativos.

2) Enel conjuntoA={ x/ xOR 0(2< x<50 x= 9} , 2, 5y 9 son puntos frontera.

2 y 9 pertenecen al conjunto mientras que 5 n@pece al conjunto.
3) Cualquier punto aislado es un punto frontera.

4) Dado el conjuntoB ={ x/ xOR O x< 7}, el 7 es un punto frontera & porque,

cualquier entorno dea contiene puntos deB y del conjunto
R-B={x/xOROx>7}, el cual es el complemento Beespecto deR.

1.40. Ejercicios propuestos.
1) Dar el conjunto de los puntos interiores deagazhjunto.

A=(-8,0). B=[1§.C=(-3% .D={x XOR DO |x 64 0 E={ xR DO |x 3 }7
2) Indicar cuales de los conjuntos anterioresceorados.

3) Indicar cuales de los conjuntos anterioresatmertos.
4) Dar el conjunto adherente de los conjuntosramés.

En muchas ocasiones debemos representar gréafitmtasrcurvas que se obtienen
del estudio y observacion de algunos fendémenosraiagl como por ejemplo el
crecimiento de una colonia de bacterias, el aumeéattemperatura al calentar un cuerpo,
etc., también para graficar funciones o curvascde@ones.

Para realizar tales graficas nos valemosst#éma de coordenadas cartesiaras
plano cartesiano

1.41. Plano cartesiano

El plano cartesiano o sistema de coordenadasszarés esta determinado por dos
rectas reales, una horizontal y otra vertical, ddas ejes deoordenadasy se cortan entre
si formando cuatro angulos de 90° cada uno.

El eje horizontal recibe el nombre dg x 0 eje de lasabscisasy el eje vertical
recibe el nombre deje y o eje de lasordenadas

El punto donde se cortan ambos ejes recibe el rod#origen y le corresponde el

par ordenad{0;0).
Para un punt(P(x; y) , X ey se llaman las coordenadas del punito
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La ubicaciéon de un punto cualquiera del planoeterchina midiendo su distancia
respecto de los ejesey. Por ejemplo el primer nimero del par ordené\dal) determina
el desplazamiento horizontalrespecto del origen: positivo para los puntosados a la
derecha del origen y negativo para los puntos dbika la izquierda; el segundo namero
del par ordenado determinadssplazamiento verticalrespecto del origen: positivo para
puntos ubicados por encima del origen y negatiapoa puntos ubicados por debajo.
Plano cartesiano

Figura 1.1

En nuestro quehacer matematico, nos encontramm$ecdmenos que relacionan
dos variables, como es el caso del area de una@igae puede ser calculado mediante la
ecuacionA = 7ir® que relaciona el area con el radio. En el casoritest areaA depende
de la medida del radig y decimos entonces qéees una variable dependiente gs una
variable independiente.

En nuestro quehacer matematico, nos encontramm$ecdmenos que relacionan
dos variables, como es el caso del area de uncigoe puede ser calculado mediante la
ecuacionA = 7r* que relaciona el area con el radio. En el casoritesd areaA depende
de la medida del radig y decimos entonces qéees una variable dependiente gs una
variable independiente.

Las relaciones que nos interesan estudiar enmétilo son las denominadas
funciones

17
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1.42. Funcion.
Una funciénf de un conjuntoX en otro conjuntdY es una correspondencia que
asocia a cada elemenkd] X un Unico elementy Y.

La imagen de mediante es denotaday = f (X). El dominio def es el conjuntX'y
el rango es el conjunto de todas las imagéesde los elementog [ X.

Al elemento“x” se le llama variable independiente y al elemégto variable
dependiente.

Nosotros consideraremos funciones cuyo dominiorgngo son conjuntos de
nameros reales, las cuales reciben el nombre a#has reales de una variable real.

1.43. Funcion real de una variable real.

Una funcién real de una variable real, es unaifumde un conjuntcA] R en otro
conjunto BOR, lo que se escribef :A - B definida por y=f(x). A la variable
independientéx” se le llama tambiéabscisa y a la variable dependieritg’ ordenada

Una funcién real de una variable real se puedsiderar como un conjunfode
pares ordenados;(y) de numeros reales, en el que no pueden existipdoes distintos
con igual abscisa.

Ejemplos 1.26.

1) f={(-24) (24 (39( 41p(, 53b este conjunto es una funcién, puesto
que, no existen pares distintos con igual abscisa.

2) 9={(19 2.9 (3,9 ( 41p(, 3.3p este conjunto no es una funcién, porque,

existen dos pares con igual absg(8z8) y (3,159) .

1.44. Gréfica de una funcion.
La grafica de una funcidi es la representacion en el plano cartesianodies tos

puntos(x; y)DR2 para los cualex|y) es un par ordenado €le

1.45. Dominio, rango y gréafica de algunas funciose
SeanAOR y B OR. El dominio de una funciorf : A - B, esta formado por los

valores que pueda tomar la variable independignt&, de manera tal qug = f (x) OR.

El rango es el conjunto formado por todas las imégey = f(x) de xOA

Geométricamente, el dominio de una funcién esdgqucion de su gréafica sobre el rje
eje de las abscisas y el rango es la proyecciae sblejey o eje de las ordenadas.

A continuacién se presentan algunas funciones egltales con sus respectivos
dominios y rangos, y un ejemplo especifico conradiga para comprobarlos. Todos los
ejemplos son relacionados con la funcién que semssentando; se recomiendo tratar de
entender las graficas de todas las funciones polgueompresion de los dominios
mediante ese recurso facilitara la determinaciétosl@lominios de funciones compuestas
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complejas. Trate de memorizar los dominios y logyog de las funciones presentadas a
continuacion.
1) f(x)=ax+ hh alR ObOR.

Dom f ={ X/ XOR} =(-c0;+) , Rgo £={ % KR} =(-c0;+)
Ejemplo 1.27.Consideremos la funciém (x)=%x - 1; su grafica es mostrada en la figura
1.2; podemos verificar que el dominio es el sefafzor definicion.

v
Figura 1.2

24 f(X)If:X—l

2) f(x)=g, X'+ g X" +...+ ax+ g =l

Dom f={ x/ xR} =(-w;+w), el rang§ depende de, g,,3,,...,a Y &,
Ejemplo 1.28. Un ejemplo de este caso, es la fun(:ifn(ux):x3 +2X — Xx—2 cuya
grafica es mostrada en la figura 1.3.

y
Figura 1.3

f (x)=x3+2x2—x—2

2

Dom f =(—00,+00)
Rgo f:(—oo,+oo)

® Sin es un nimero positivo impaRgo f =RR.
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Ejemplo 1.29.0tro ejemplo se muestra a continuacion.

Y Figura 1.4
f(x)=x2—-1x-3
8Ak
GAV
4Ak
2Ak
‘ X
-5 a4 3 2 21 1 2 3 a4 5 .
-2+
Dom f=(—oo,+oo)
Rgo f=[—42,+c0) (%)

3) f(x)=Yx
Si nON espar f esta definida para toda= 0,
Dom f={ xR/ x20} =[0;+); Rgo &{ KR/ ® (= 0:w)

Ejemplo 1.30. Dada la funcionf (x)=\/;< su dominio y su rango son verificados por la

figura 1.5, donde se observa que ambos son el monple nimeros reales mayores o
iguales que cero.

Figura 1.5

JORNE

wX
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Si la funcién esf (x) :m, nON y n es par, la funcion esta definida si se
cumple la condici()ng(x) >0, que debe considerarse cuando se determine el idoden
una funcidén en cuya estructura aparece unamdgima par.

Ejemplo 1.31 Seaf (x) = §25¢ + 2 - 2x- 1.
La condicién que debe cumplir ésta funcién paraspaereal es:

2¢+x-2x-120 = Ax+3)(x I x+ 1= ¢
Debemos determinar el conjunto solucion de éstauamon, el cual serd el dominio de la

funcioén.
(-] 1 (-3 | - | (3| 1 (1)
X+% - - - 0 + + +
x-1 - - - - - 0 +
X+1 - 0 + + + + +
2 (x+%) (x—l) (x+1) - O + 0 - 0 +

Por lo tanto,Dom f=[-1,-1]U[L+ ») . Véase la figura 1.6.

Figura 1.6
181+

f (x) =823+ 2 — 2x—1.

144

121

wX

il il il il il il il il il il il il il
-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 55

Es evidente, de acuerdo a las figuras 1.5 y 1é,aj rango de cualquier funcion
raizn-ésima de indice pgnON, n>1) es:[0,+).

Ahora, sinON esimpar f esta definida para toctdl R :
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Dom f=(—oo;+); Rgo f=(-o;+)

Ejemplo 1.32.El dominio y el rango de las funciong§ x) =X +2x+9 f (x)=\/;< y se
pueden verificar en la figura 1.8.

Figura 1.8

2T //
g(X) =X/ x®+2x+9

r 1;/_7@:3/\/}/

1 2 3 .

4) f(x)=a, a>0
Domf=(~o;+w); Rgo f=(0;+)

Ejemplo 1.33. Mediante las graficas de las funciongéx)=(2)" y f(x)=2* mostradas
en la figura 1.9 podemos comprobar el dominionargo de las funciones exponenciales.

Figura 1.9
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5) f(x)=Inx
Dom f=(0;+w); Rgo f=R
Ejemplo 1.34.En la figura 1.10 se presenta grafica de la fundi (x):ln x De la figura

podemos afirmar que el dominio de la funcion ldgaoi natural es el conjunto de los
nameros reales mayores que cero y el rango el mmnjle los numeros reales.

Ty

Figura 1.10
< 2+ f(x)=Inx

(s

6) f(x)=log,[ g(x)], bI(0,JU(1L+e)
Dom f=(0;+); Rgo f=R
Ejemplo 1.35. Las gréficas de las funcioneis(x)=log, x y g(x)zlog%1 X, nos indican

que el dominio de cualquier funcion logaritmicaetsconjunto de los ndameros reales
mayores que cero y el rangR. Esta afirmacion la podemos confirmar observando la
figura 1.11.

Figura 1.11
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En general, la funciorf (x) =log, [ g(¥)], bd(0,9U( 1+ ) es real paratodalR tal
que g(x) > 0.

Ejemplo 1.36.

Seaf (x) =log, (X' +2x° —19% - 8x+ 6] esta funcién esta definida para todo
namero reak que verifica la siguiente inecuacion:
X' +2X-19X - 8x+ 60> 0 = (x+ 2(x 2 x B x B>
|

Determinemos el conjunto solucion de ésta inecmacio

(=0,=5) | 5| (-5-2) | 2| (22 | 2| (2,3 | 3 | (3+)
X+5 - 0 + + + + + +
X+2 - - - 0 + + + + +
X—2 - - - - - 0 + + +
X+3 - - - - - - - 0 +
I + 0 - 0 + 0 - 0 +

Entonces,Dom f=(-e;~-5)U(-2,2)U( 3+ ) . Ademas,Rgo f=R,
Véase la siguiente grafica.

Figura 1.12 T y
f (x) =log, (X' +2x*~19:*~ 8x- 6(

VV><
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7) f(x)=senx

Dom f=(-e;+w); Rgo f=[-1]]
Ejemplo 1.38. El dominio y el rango de la funcior (x):senx se pueden verificar
observando la figura siguiente:

Figura 1.13

f (x)=serx

\\ ////,\\\\ \\\\ ////H\\\\x
3)\5n/2//2n “3n/2 -A\-n'/z 72 %\3702/27: 5n/2 3%\'

y=-1

8) f(x)=cosx

Dom f=(-;+w); Rgo f=[-1;]]
Ejemplo 1.39.En la figura 1.14 se observa que el dominiof((e():cosx es el conjunto
de todos los numeros reales y el rango el intelffa]o]] :

Figura 1.14

f (X)=cosx
y=1

-3 -5r/2 -2 -3n(2 -7T -7t/2 7T 7T 3fc/2 21 52 31t
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9) f(x)=tgx

Domf={xDRl x¢(%+l}r, kDZ}; Rgo ER

Ejemplo 1.40. El dominio y el rango de la funciori (x)=tgx, los podemos verificar
mediante la figura siguiente:

Figura 1.15 T (X)=tg x

37 -5t/2 21t -3x/2 ~1T -1t/2 /2 T 3n/2 7T S5nt/2

10) f(x)=secx

Domf:{xDRl xi(%ﬂ}z kDZ}, Rgot(—oo;—J]D[l;+oo)

Ejemplo 1.41. A partir de la figura 1.16, podemos verificardaminio y el rango de
f (x)=secx

|
Figura 1.16 f (x)=se

X

-3n -51/2 -2 -3n/2 e /2 e s 3n/2 2 51/2 3n
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11) f(x)=cscx

Dom f:{ xOR/ x# ( k+1) 1, IGZ} ., Rgo £(=00;=1 O[1+)
Ejemplo 1.42.El dominio de la funcionf (x):cscx lo podemos comprobar en la figura
1.17.

f (X)=cscx Figura 1.17

L 24

-3x  -5n/2 -2n  -3n/2 - /2 /2 x 3n/2 2n 5n/2 3r

12) f(x)=cotgx
Dom f:{ xOR/ x# ( k+1) 1, kDZ} , Rgo £R

Ejemplo 1.43. La gréfica de la funcionf (x):cotgx se muestra en la figura 1.18. En
dicha grafica se observa el dominio sefalado seafeéncion.

1 -

f (X) =cotgx Figura 1.18

wX

7t/ 7T 371 2 571t 3
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13) f(x)=arcserx
Dom f=[-11]; Rgo f=[-1m;i7]

Ejemplo 1.44.El dominio y el rango de la funciéh(x):arcsenx son verificados por la
gréfica, mostrada en la figura siguiente:

Ty
Figura 1.19
1
(1.377]
/21
‘ X
-2 -1 1 2
-rt/21 f (x)=arcserx
—1-1
i

14) f(x)=arccosx

Dom f=[-1,1]; Rgo f=[0; 7]
Ejemplo 1.45. La gréfica de la funcionf (x):arccos< verificamos que el dominio y el
rango son los intervalos sefalados.

Figura 1.20

(-1.7)
T f (X)=arccos«

7t/
\ | )E

-1t/2
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15) f(x)=arctgx

Dom f=(-c0;+0); Rgo f=(-$m17)
Ejemplo 1.46.En figura 1.21 podemos verificar que el domiehédf (x):arctgx esR y
el rango el intervald -4 75,4 77),

Figura 1.21

f (x)=arctgx

1.
T

X

1.
=TT/

-tt+

16) f(x)=arcsex

Dom f=(~o0;~1] O[L+e0); Rgo f=[ 0 72) O (4 77;7]
Ejemplo 1.47.La figura 1.22 muestra la grafica de la funci6(1x):arcseo< Obsérvese
que el dominio y el rango son los sefialados.

Figura 1.22

3n/2+
f (X)=arcsex

(—1.7)

N

N
ol
ol
Ni
010
wX

-1t/21
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17) f(x)=arccscx

Dom f=(~o0; 1] O[L;+e0) ; Rgo f=[~277,0) 0( 02

Ejemplo 1.48.La gréfica de la funcioh(x)=arccsex se muestra en la figura siguiente y

se verifican el dominio y el rango sefialado.

Figura 1.23

7t/ 2

f (xX)=arccso

-7t/ 2

(-4

-7t

18) f(x)=arccotgx

Dom f=(-co;+); Rgo f=(0;7)

Ejemplo 1.49.EIl dominio y el rango dd (x):arccotgx se pueden verificarse a traves de

la siguiente figura:

Figura 1.24

7T

f (X) =arccotgx
7T/ 2

-5 -4 -3 -2 21

-7t/ 2
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Con éstas nociones, podemos determinar el dordailmnciones en las que en su
estructura se encuentren involucradas funcione® ¢asrexpuestas anteriormente, como es
el caso de las funciones compuestas.

1.49. Funciéon Compuesta.
Searf y g dos funciones tales que el rangogdesta en el dominio deEntonces, la

funcion dada pof f o g)(X)= f(g(¥) se llamauncién compuestadef cong.

Figura 1.25

N\

fog

Ejemplo 1.28.
Dadas las funcione(x) =X +1 y g(x)=(4x+5)" ,hallar f (g(x)) y g( f(%).

Solucion: comof (x) =+ X +1, tenemos que

£ (900)=y(908)" +1=\[((4x+8°) + 1=/ 4% §°+ 1 y como g(x=(4x+5)",

resulta,
9(f(x))=(4f(x)+5)2:(4\/x2+1+ %2: 1§ 2+ )+ 40 %+ & 2

g( f(x))=16X+40/ X + 1+ 41.
Nétese quef (g(x))# g( f(X). Esto es, la composicién de funciones no es cornivata

Ejemplos 1.50
1) Sea la funcionf : R — R definida por f (x)=x*. EI dominio def es el conjunto
Ry el rango es el conjunﬁ6;+oo) .La grafica de ésta funcién es mostrada en la fig 8.

Se han trazado tres rectas, y todas cortan lecgréh un solo punto, y esto sucede
Gnicamente cuando la curva es representativa deunogbn.

Es de observar que a cada numero del dominiblelecorresponde solamente un
namero del rango, esto es cumpliendo la definidéfuncion.
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Ademés, de la gréfica se puede observar que a eadsento del rango de la
funcion le corresponden mas de un elemento delroméste es el caso de las funciones
sobreyectivas, concepto que estudiaremos mas éelelan

Entonces, se puede afirmar que la funcibnR - R definida por f (x)=x*, es
una funcién sobreyectiva.

K

Figura 1.25
f(x)=>x2

Enopuada0

>

-a -3 -2 REY 2 1 2 3 a

La funcionf es el conjunto de pares ordenadog) para los cualey = X*; es decir,
f ={(x y)/ y= ¥}. Algunos de los pares ordenados den: (-1,1) (1) ( 5:23 (\/_2;)1

2) Sea la funciomy :[4;+o) — [0;+e0) definida porg(x) =~/ x—4.
Para que la funcidég tenga imagen real, se debe verificarr4>0 = x= 4. Porlo
tanto, el dominio dg es el conjuntc[4;+oo) y el rango el conjunt@0;+oo) .La grafica dgy

se muestra en la figura 1.26. También, se handecetzas rectas verticales y como podemos
ver cada una interfecta a la curva solamente guuato.

v
Figura 1.26

3+ f(x)= x—4

La funciéng consta de todos los pares ordenadoy)(donde y=+/x—4;esto es,
g(x):{(x; )/ y=v x—4} . Algunos puntos que perteneceg son: (4;0) ;(5;) ;( 10;\/_@

Hay que destacar que en toda funcion existe ua gaélor de la variable
dependiente para cada valor de la variable indepeteddel dominio de la funcion.
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y2

2
Consideremos el conjun%{ X; y)/%ﬁ—g: },cuya grafica es una elipse de centro en el

origen, mostrada en la figura 1.27.

Figura 1.27

-10 -9 =] -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 S 6 7 8 o 10
_1+

_a+

Observe, que la elipse es intersectada por cealgacta vertical en dos puntos
distintos, por lo tanto, cualquier elipse no egriica de funcion alguna.

Geométricamente, esto significa que:
“Una recta vertical intersecta la grafica de unafigion a lo mas en un punto”.

Observe que en las figuras 1.25 y 1.26, cualquera vertical intersecta a cada
gréfica a lo sumo en un sélo punto.

1.46. Determinando dominios.

VX2 -16

a) Halle el dominio def (x) =

~In(x+10)°
Solucion:f debe verificar las siguientes condiciones,
i) x¥*-16=0
i) x+10>0

iii) In(x+10)# 0
Determinemos el conjunto solucion de cada condicion
i) X -1620 = (x+4(x-4=0

(—oo,—4) -4 (—4,4) 4 (4,+oo)
X+4 - 0 + + +
X=4 - - - 0 +
(x+4)(x—4) + 0 - 0 +

Entonces,S, = (—,-4]U[4,+ «)
i) x+10>0 = x>-1C
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Consecuentementes, = (-10,+ «)

i) IN(x+10)20 = 9 2¢& = x1021 => xt-¢
Lo que implica ques, = (-, - 9)U(-9,+ )
Ahora, el dominio es:

Domf=S NSNS
S: ~pgbbobbooooooge-dooooodbeddd »
S,: -000.J00000D0Nbo0Do000NnnDo o0 -
S;: HDDD—@DT%DDDDDDD—DDDDDDDDDDD—DDD_>
Dom f: L Y I N A N [

-10 -9 -4 4

Por lo tanto,Dom f = (-10,- YU (-9~ JU( 4+ =)

b) Determine el dominio dg(x) = ‘/1;);
X_

Solucion: las condiciones qgalebe cumplir son:
L 1-X
i) >0
X—3
i) x-3#£0
Hallemos los conjuntos solucién:

h 1750
X-3

Entonces S, =[1,3)
i) x-320 = x#3
Luego, S, =(~,3)U(3+)
El dominio se determina medianteom f =S (1S,
S : ~ooooooob.obo-00ooooo0.fiooooon -
S,: ~0-0000-000000000—-0000.00000000 -

Dom f: HDDDDDDDDIDDD—DDDDDDDD§DDDDDDDDH

Por lo tanto,Dom g={1,3)
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X+1
JI x-4]-5
Solucion: para cualquierx OR, (x+1)OR. Para que h(x)OR,debe satisfacer las

siguientes condiciones,
i) | x—4| -520

i) J|x-4|]-5#0

Determinemos el conjunto solucion de cada condicion

c) Encuentre el dominio de(x) =

X-425 = x29
-(x-4)<5 = -x+4<5 = -I<X
Por consiguiente$, = (-, =1) U[9,+ ).
i) J|x-4]-520 = |x-4-520 = |x-4%# 5
X—4£5 = x#9
{—(x—4)¢5 = -X+4%£5 = xz -1
Luego, S, =(-,-1)U(-1,9U( 9;+ )
El dominio deh se determina asDomh=S (1S,

i) |x-4/-520 = |x-4=5 :{

S: <—DDDDDDDD_01DDD—DDDDDDDDBDDDDDDDD_»
S,: <_DDDDDDDD_iDDD—DDDDDDDD%DDDDDDDD_>

Dom f: <—DDDDDDDD_01DDD—DDDDDDDDOQDDDDDDDD_»

Por lo tanto,Dom f = (~c0, =1) U (9,+ ) .

d) Halle el dominio def (x) =tg(x—4).

2k+1jn, OKkOZ,

Solucion: f (x) OR, siempre quex—4 # (

x¢(2k2+1]n+4, OkOZ.

2k+1jn+4,DkDZ}.

Por ende,Dom f = { XOR/ x# (

1.47. Ejercicios propuestos.
Determine el dominio de las siguientes funciones:
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) (=522 +in(x+4) -V +3x+ 2 2) o §=lod 2A( J+ 3 }- ]

 x*-5x+6

3) h(x)”'”(:%;j_l 4) F(X) =+/senx+ |ﬁ)>:i6j 5) G ¥ = |oé 2 J

2 2+ sex

1.48. Criterios de simetria.

La gréfica de una funcidres:

i) Simétrica con respecto al gjesi y solo si se obtiene una funcién equivalente al
sustituirx por —x en la funciérf.

i) Simétrica con respecto al origen si y sol@siobtiene una funcion equivalente
cuando se sustituyepor —x yy por =y en la funciorf.

Ejemplos 1.27.
1) La funcién f(x)=x*-x'+ x,es simétrica con respecto al eje pues

f(=x)=f(X).

En efecto, f (-x) =(-x)° = (=X +(-X°= £ - ¥+ £= { ¥ lo que verifica que
la funcionf es simétrica con respecto al gje

La gréafica def (x) = X’ — X' + X, es mostrada en la figura siguiente:

Figura 1.28

f(X) =x5-x*+x2

b X

2) La funcién g(x)= ¥ -, es simétrica con respecto al origen, puesto que
9(=¥=-9(X.

Efectivamente,g(-X) = (-x)°=(-%*=- X+ X = —( X - >?) =- ¢ X por lo tanto,
la funciong es simétrica con respecto al origen.
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La grafica de es presentada en la figura 1.26.

. y
Figura 1.29

3 9 09 =53 -8

No hemos considerado la simetria con respectgeekesencillamente, porque
estamos estudiando solamente las simetrias dedfisag de funciones.

1.50. Criterio para funciones pares e impares
La funcién y= f(x) espar si f(-x)= f(x).
La funcidny= f(x) esimpar si f(-x)=- f(x).

Toda funcion par es simétrica con respecto alejetoda funcién simétrica con
respecto al ejg es par. Asi mismo, toda funcién impar es simétima respecto al origen,
y toda funcién simétrica con respecto al origeimgsar.

Refiérase a las figuras 1.25 y 1.26. La figura51e® la grafica de la funcion
f(x)=x*-x'+ ¥, la cual es simétrica con respecto algj@or ende, dicha funcion es

par. La figura 1.26 es la grafica de la funcigx) = X - X,la cual es simétrica con

respecto al origen, y asi podemos aseguraiggseuna funcion impar. A continuacién se
proporcionan otros ejemplos.

Ejemplos 1.29.
1) Lafunciénf(x)=x es par, puesto qué,(-x)=(-x)*= 2= f(}.

2) Lafunciéng(x)= X es impar, ya queg(-x)=(-x)’=- ¥=- ¢ 3.

1.51. Funcion inyectiva.
Una funcion f es inyectiva si a elementos diferentes del domidef le
corresponden elementos diferentes del rango.

fesinyectiva= f(a)=f(b) = a=h.
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Ejemplo 1.30.
La funcion f:R - R definida por f(x)=2x-1 es inyectiva, puesto que

f(a)=f(b) = 2a-1=2b-1= 2a&=2b= &k

1.52. Funcién sobreyectiva.
Una funciénf es sobreyectiva cuando los elementos del rangertiena o varias
contraimagenes del dominio tle

Ejemplo 1.31.
La funcion g:R —[0;+») definida pog(x)=X es sobreyectiva, pues a cada

elemento del intervalcﬁ0;+oo) le corresponden dos contraimagenes con excepelbf d
que le corresponde una sola contraimagen.

1.53. Funcion biyectiva.
Una funcidnf es biyectiva, si y solo si, es inyectiva y sobotiya.

Ejemplo 1.32.
La funcién del ejemplo 1.30 es biyectiva, puesigsactiva y sobreyectiva.

1.54. Ejercicios propuestos.
Dadas las siguientes funciones:

a) f:R - R definida porf(x)=x’. b) g:R - R definida porg(x)=+ ¥ -8.
J2x*+x-3

716 d) r:R - R definida por

c¢) h:R - R-{4} definida porh(x)=

4
F(x) = X 36.
2X
1) Determine cuél de las funciones anterioresigactiva, sobreyectiva o biyectiva.
2) Determine cudl o cuales de las funciones anwsison pares o impares.
3) Determine la simetria de las funciones antesior

4) Determine:
4.1) (fog)(¥. 4.2) h(r(x). 4.3) (geor)(x).

38



